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符号表 


.4 X x 的支撑泛函全体 

B x 空间 X 中，以0为球心、1为半径的闭单位球 
B ( xo ， r ) 以 xo 为球心、 r 为半径的闭球 
C 复数全体 

C [ a , b ] [ a , 6] 上的所有连续函数构成的空间 
C n [ a ,6] [ a ,6] 上的所有 n 阶连续可导函数构成的空间 

C ( M ) M 上的所有连续函数构成的空间 

c 所有收敛数列构成的空间 

c 0 所有收敛到0的数列构成的空间 

dim X 空间； C 的维数 

d ( x , E ) 点 x 到集合五的距离 

d ( x ， y ) 点: r 到点 y 的距离 

E 0 集合 五的内 点全体 

E c E 的补集，余集 

E 丄 E 的正交补 

E±F E 与 F 正交 

E + F £；与 F 的和 

ei 第 i 个单位向量 

||/|| 线性泛函/的范数 

G ( T ) 算子 T 的图像 

K 数域.实数域或复数域 

L { X , Y ) 从 X 到 Y 的所有线性连续算子构成的空间 
L p [ a , b ] [ a , b ] 上所有 p 次可积函数构成的 Lebesgue 空间 
l p p 次可和数列构成的序列空间 

/oc 所有有界数列构成的序列空间 

子集 M 的闭包 


M 



N 自然数全体 

Q 有理数全体 

R 实数全体 

Re 复数的实部 

S x 空间 X 中，以0为球心，1为半径的单位球面 
span M M 生成的子空间 

span MM 生成的闭子空间 
T * T 的共轭算子 

U x 空间 X 中，以0为球心，1为半径的开单位球 
^ 弱收敛 

^ 弱 * 收敛 

X * X 的共轭空间 

X # X 的二次共轭空间 

x x r x 与 y 的笛卡儿乘积 

X/M X 关于子空间 M 的商空间 

xLM x 与子集 M 正交 

x 与 y 正交 

( x ， y ) x 与 y 的内积 

X\M xeX 并且 a : 不属于 M 

( Xi ) 如化等序列空间的点， 为点 x = ( xO 的第 i 个坐标 

{ x n } 度量空间、赋范空间或内积空间中的序列 
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第 1 章度量空间 

1.1 度量空间 

1.1.1 度量的定义 

问题 1.1.1 什么是度量？ 

若 X 是一个非空集合 , d : X x X — R 是满足下面条件的实值函数，对于任意 

工，^/，2 e X ，有 

(1) d ( x , y ) = 0当且仅当 a : = y ; 

(2) d ( x ， y ) = d { y , x )\ 

(3) d { x y y ) ^ d { x , z ) -f d ( y , z ) } 

则称 d 为 X 上的度量 （ metric ), 称 ( X , d ) 为度量空间 (metric space ). 

问题 1.1.2 在度量空间 ( X „ d ) t , 对于任意度量 d ( a :，2/) —定是非 
负的吗？ 

是的，由 （3) 可知 d ( x 、 y ) + d ( y 、 x ) > d ( x , x ), 故由 （2) 可知 d { x , y ) ^ 0,因此 d 
是一个非负函数， 

1.1.2 度量定义中（1)，（ 2 )和（ 3 )的相关性 

问题 1.1.3 存在函数满足度量定义的 （1) 和 （3)， 但不满足 （2) 吗？ 

不存在.这是因为由 （3) 可知 d (: r ，"） 彡 < i ( j ：，: r ) + d ( y ， a :) = d (' y ，; r ) 和 x ) < 
d ( y ， y ) + d ( x ， y ) = d ( x , y ) 可得 d.(x , y ) = d ( y ， x ), 所以，⑴和 （3) 可以保证 （2) 成立. 

但如果将 （3) 修改成 （3') : d ( x ， y ) ( d ( x ’ z ) + d ( z ， y )， 则存在 d 满足⑴和 （3'), 
但 （2) 不成立.例如，是实数集，定义 d ( x , y )= x - y 、 则容易看出函数 d 满足度 
量定义的⑴和 （30, 但不满足 （2). 

问题 1.1.4 存在函数满足度量定义的 （2) 和 （3)， 但不满足 （1) 吗？ 

存在.若是实数集，定义 d ( x ， y ) = |x - 2 /| + 1，则容易看出函数 d 满足度量 
定义的 （2) 和 （3)， 但不满足 （1). 

问题 1.1.5 存在函数满足度量定义的 （1) 和 （2)， 但不满足 （3) 吗？ 

存在.若7?是实数集， 定义 d [ x , y ) = { x - y )\ 则容易看出函数 d 满足度量定 
义的⑴和 （2)， 但不满足 （3). 



1.1.3 有关度量的不等式 


问题 1.1.6 对于度量空间 [ X ， d ) 中的任意四个点下面不等式 
一定成立吗？ 

(1) \d(x 1 ,x 3 ) - d(x 2 ,x 3 )\ ^ d(x 1 ,x 2 )； 

( 2 ) \ d ( xi , xs ) - d { x2 , x 4 )\ ^ d ( xi , x 2 ) + d ( xs , x 4 ). 

是的.由度量定义中的三角不等式有 

d (工 1，別）彡 d ( xi , x 2 ) + d ( X 2， x 3 ), 

d ( iU 3) 彡 d ( x 2 , xi ) H - < i ( xi , x 3 ), 

故 

\d{xi,x 3 ) - d(x 2 ,xs)\ ^ d(x u x 2 ). 

另外，由于 

( i ( xi , x 3 ) ^ d ( xi , x 2 ) + d { x 2, xz ) ^ d ( xi , x 2 ) + d ( x 2 , x ^) - f - ^( x 4 , x 3 ), 

因此 

d{xi,x^) - d(x 2 ,x 4 ) ^ d(xi,x 2 ) H- d(x 3 ,X4). 

类似地，有 

( i ( x 2 , x 4 ) ^ d ( x 2 , xi ) + d ( xi , x 4 ) ^ d ( xi , x 2 ) 4 - rf ( xi , x 3 ) + d ( x 3 , x 4 ), 

故 

- d ( xi , a ：3) 4- d { x 2, x A ) ^ d ( xi , o ；2) + c /( x 3 , x 4 ), 

所以 

\d{xi^xz) — d(x 2 ,X 4 )\ ^ d(xi,x 2 ) + d(x 37 x 4 ). 

1.1.4 平凡度量的定义 

问题 1.1.7 对于任意非空集合 X , —定可以定义度量，使之成为度量空间吗？ 
是的.对于任意一个非空集合 X ，只需定义 

, ( 、/ 0， x = y, 

伞， y)= < , , 

I i , x r y 、 

则 ( X , d ) 是一个度量空间 ，称 d 为 X 上的平凡度量 (trivial metric ) 或离散度量 
(discrete metric ). 

问题 1.1.8 任意一个包含三个点以上的度量空间 （ X ， d ), 对于 X 中的任意 

两点 x ，‘ y , 一 定存在 z e X ,使得 d ( x ， z ) = d [ y , z ) = 吗？ 



不一定.在三个点以上的集合 X 上，定义平凡度量 d , 则对于 X 中的任意不 
同的两个点: r , y ， 都不存在 z e X , 使得 d ( x , z ) = d ( y ， z ) = ^ d ( x , y ). 

问题 1.1.9 设 i ? 是实数，度量 d ( x ， y ) = |x - y |, 对于任意 x , y,z e R ， x 爹 y 、 
则 d { x , z ) = d [ y ， z ) 的充要条件为 2 - 吗?设 （ X , d ) 是包含三个点以上的度 

量空间，对于 X 中的任意两点 x ^ y , 满足 d ( x , z ) = d ( y ， z ) 的 z 一定是唯一的吗？ 
容易知道，在/?中，若 2 = ' 则 d ( x , z ) = d ( y , z ) 显然成立.反过来，若 

Ld 

d(x, 之）= d(y， 2 )，贝 lj 一定有 |x - z| 2 =卜" 一z| 2 , 故 x 2 - 2x;z + z 2 = y 2 - 2yz + z 2 , S 

. # … JL^ y 

而 ， （x - y)(x -f y ) = 2 (x - 由: r - y ^ O 可知 2 = —-— . 

在一般的度量空间中， X 中的任意两点 x / y ， 满足 d ( x , z ) = d (?/, 2 ) 的 z 不一 
定存在.即使2存在， z 也不一定是唯一的.如在7? 3 上定义度量为 


d { x , y ) = max {|xi -的 |}， 

1 ^ 2^3 


则对于 z = (1,0,1),2 / = (0,1,0) G i ? 3 , 存在两个不同的点 q = (0，1，1)，勿= 
(1， 1,0) € i ? 3 , 满足 d ( x , Z\) = d ( y , zi ) = 1 和 d ( x , z 2 ) = d ( y , z 2 ) = 1. 

问题 1.1.10 设 72 是实数，度量 d ( x } y ) = \ x - y \, 对于任意 x ， y ， z ， z f e R 、 x 妾 y ， 
若 d ( x , z ) = d ( y , z ), d ( x , z r ) = d ( y ， z ’)， 则一定有 2 = 2 ’，即 z 是由距离 d (: c , z ) 和 
d [ y , z ) 唯一确定吗？对于度量空间 （ X , d ), 结论也一定成立吗？ 

在实数集 B 上，若 d ( x , z ) = d ( 2 /， 2 ), 则 ;2 = X 言' 另夕卜，由 d ‘( x ， z ’） = d ( y ， z ’), 

可得 〆 = X 二^ , 因此 ，2 = ?. 所以， 2 是由距离 d ( x ， 2 ) 和 d ( 2 /， 2 ) 唯一■确定 • 

在一般的度量空间中，上面的结论不一定成立，如在开 3 上，定义度量为 


d(x, y) = max {\xi - 队|}， 

1 

则对于 x = (1,0,1),1/ = (0,1,0) E R \ 存在两个不同的点 z = (0,1,1)〆 = 
(1, 1 ? 0) e R 3 , 使得 d ( x , z ) = d(y，：） 和 d { x , z f ) = d { y , z f ). 

问题 1.1.11 设 Z/[0,1] 是 [0,1] 上的 Lebesgue 可积函数全体，若对于任意 

x(t),y{t) e L [0,1], 定义 d[x, y ) = f \x(t) - 则 d 是 L [0,1] 上的度量吗? 

Jo 

不是.这是由于 d { x , y ) = 0时，不一定有 x = y 成立.容易知道 d { x , y ) = 0当 
且仅当: r = ?/在10, 1] 上几乎处处成立，故如果将 L[0,1] 上几乎处处相等的函数看 
作相等的，则 L 丨0，1]在 d 下是度量空间，但此时 L[0,1] 的元素是关于几乎处处相 
等的等价类，很多书中说 L10，1] 是 d 下的度量空间就是这个意思. 




问题 1.1.12 设 C [0，1] 是 [0,1] 上的连续函数全体，若对于任意 x { t ), y { t ) e 
C [0, 1], 定义 d { x , y ) = J | x ( t ) — y { t )\ dt , 这里的积分是 Riemann 积分 ，则 d 是 
C [0，1] 上的度量吗？ ° 

是的.由于: r ⑷和 y ⑴都是连续函数，因此， d { x , y ) = J \ x ( t ) - y { t)\dt = 0 
时，一定有 x ( t ) = y ⑴，所以， C [0,1] 在 d 下是度量空间. ° 

1.1.5 度量不是唯 一 的 

问题 1.1.13 对于给定的非空集合 上 的度量 d 是唯一的吗？ 

度量一般不是唯一的，在一个非空集合上，可以定义几种完全不同的度量.例 
如，对于把，可以定义几种不同的度量，对于 z = [工心= ( m ), 除了平凡度量，若 
定义 

_ 3 1 X ! 2 

d { x ， y ) = ^2 ~ ^) 2 ， 

- i=l - 

3 

di ( x , y ) = ^2 \ x i - Vi \^ 
i=l 

d 2 { x , y ) = max {\xi - yi \}, 

1 

则容易验证 di 和办都是 H 3 的度量，并且 d2 ( x ， y ) ( d ( x ， y ) ( d \{ x , y ) ^ 3 d 2 { x , y ) 
对所有 x , yeX 都成立. 

问题 1.1.14 对于给定的非空集合 X , X 上的两个不同度量 d 和 p 什么时候 
称为等价的？ 

对于给定的非空集合上的两个不同度量 d 和&若对于任意序列 x n e 
X , x 0 G X , { x n } 依度量 d 收敛到: ro 当且仅当 { x n } 依度量 p 收敛到利，则称 X 
上的度量 d 和 p 是等价的. 

问题 1.1.15 对于给定的非空集合上的两个不同度量 d 和 P 等价的充 

要条件是存在 Af > 0 ，iV > 0， 使得对于任意 x,y G X , 都有 Mp [ x ， y ) ( d ( x ， y )( 
Np { x , y)l 

不一定.明显地，若存在 M > 0 ,iV > 0,使得对于任意 y e X ，都有 

% 

Mp ( x , y ) ^ d { x , y ) ^ Np ( x , y ), 

则容易知道 d 和 P 是等价的. 

反过来就不一 定对. 例如，在实数集上定义， d ( x ， y ) = \ x - y \ ) P { x , y ) = 

~~-一 ，则度量 d 和 p 等价. 容易知道对于任意 x、y e R , 都有 p { x , y ) ^ d ( x ， y ). 
\ -\r x - y 



对于无论多大的 M 〉0,取足够大的正整数 n , 使得 n > M . 令 x n = 0, = n , 


W \ p { x n ) y n ) 


0 — n 

l + | 0 - 7 l 


1 4- n 


， d(x n ， Dn) 


(n + 1) 


(n +1)/? (: r n ，2/ n )， 故 d ( x ni y n ) > Mp ( x n , y n ). 所以，虽然度量 d 和 p 等价,但不存在 
M > 0,使得对于任意 x、y e X ， 都有 d ( x ， y ) ( Mp ( x 1 y ) 成立. 

问题 1.1.16 在平面 7? 2 上，定义两个不同度量 d ( x , y ) = - x 2 \ 2 H - |yi — 

妁| 2 ) 1/2 和 p { x , y ) = \xi - x 2 \ 4- |;|/i — 妁|，则它们是等价的吗？ 

是的.实际上，容易知道对于任意 a ：，" € i ? 2 , 有 （h - a ：2| 2 十 |yi - 2/2! 2 ) 1/2 彡 

\ x \ - x 2 \ + |yi -妁|，并且 ^(| x*i - x 2 \ - I - \ y \ - 的|)彡 max { lx ! - x 2 \,\yi - 妁|} 彡 

{\xi - x 2 | 2 + \yi - y2 | 2 ) 1/2 , 因此， k ( x ， y ) 彡 d ( x ， y ) ( p ( x , y ), 所以，度量 d 和 p 是 
等价的. 

问题 1.1.17 设 h 为所有绝对收敛实数列，定义两个不同度量 d ( x , y ) = 

OO 

l X i - 仏 I 和 P (工， y ) = SUp{|Xi - 则它们是等价的吗？ 


不是.令 x n = 1，久…，- , 0 ,... ，即 x n 的前 n 个坐标都是夂其他的都是 

\n n n J n 

0,则对于 x 0 = 0 e co , 有 p { x n , xo ) = ^ — 0,但 d ( x n , xo ) = Z ^ = 1 •故 {〜} 依 

2=1 

度量 P 收敛到: To , 但 { X n } 依度量 d 不收敛到所以，度量 d 和 P 不是等价的. 
问题 1.1.18 设 L 为所有绝对收敛实数列，定义两个不同度量 d{x,y) = 

OO / r» \ 1/2 


E |而 - 2/ i | 和 p { x , y ) 


不是.令: ^ 


( f ： 

\ i=l 


n n 


\Xi- yi \ 2 , 则它们是等价的吗？ 


^…，即〜的前 n 个坐标都是 ★，其 他的都 


是0,则对于 x 0 = 0 e cq ， 有 d ( x n , x 0 ) = 1 ， 但 p { x ny Xo ) 


{U 


y/n 


•故 


{ x n } 依度量 P 收敛到 xo , 但 { x n } 依度量 d 不收敛到 X Q . 所以，度量 d 和 P 不是 
等价的. 

问题 1.1.19 若 d 是非空集合 X 上 的一个度量，则对于任意的 x，y e X , d { x , y ) 
可能是无穷大吗？ 


不可能.设 d 是非空集合 X 上的一个度量，则对于任意的 x } ye X ， c /(: c , y ) 是 
一个固定的有限非负实数，不可能是无穷大. 

问题 1.1.20 对于给定的非空集合 X 和度量 d ， 有哪些简单的方法可以构造 
新的度量？ 
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( 1 ) 若/ ㈤ 是单调上升的非负函数 ， /(x + 2 /) ^ fi x ) + f { y ) , 并且/⑷= o 
当且仅当 ： r = 0 ,则不难验证复合函数 p (： r ) = f ( d ( x )) 一定是 X 上的度量.如 

/ ㈤ = 士等. 

(2) 对于给定的非空集合 X 和度量 d, 若定义 p 为 

当 d ( x ， y ) 彡 1 时， p ( x , y ) 当 d ( a ;， y ) > 1 时， 〆 $， y ) = 1 ，则 p 是 X 的 

度量. 

问题 1.1.21 对于度量空间 （ Ui ) 和 ( y , d 2 ), 在 x 和 y 的笛卡儿积 xxr 
上可以定义哪些度量？ 

可以定义很多不同的度量，如对于 a ： = ( xi , x 2 ),y = ( 2 / 1 ， 2 / 2 ) e X xY , 可以定义 
下面的一些度量： 

d [ x ， y ) = diixuyx ) 4-办(心/" 2 )， 
p ( x ， y ) = max { o ? i ( xi . yi ), d 2 ( x 2 , 2 / 2 )} 




1.1.6 度量空间的收敛 

问题 1.1.22 什么是收敛点列和极限？ 

设 ( X , d ) 是度量空间， { x n } C X ,若 Im ^ diXn . Xo ) = 0,则称序列 { x n } 按度 
量 d 收敛于： ro , 记为 lim x n = xo , 或；— xo(n — oo )， 此时称 { x n } 为收敛点列， 
称; r G 为 {x n } 的极限. 

问题 1.1.23 在度量空间 PM ) 中，若 { x n } 是收敛点列，则 { x n } 的极限一 
定唯一吗？ 

是的. 假如存在 x，'y G X ，使得 lim x n = X ， lim 〜= y , 但 : r #仏则由 

n—»oo n—»oo 

d ( x , y ) ( d { x n , x ) + d 、 x n , y ) 可知 d ( x , y ) ^ 0. 又由于 d ( x , y ) 彡0,故 d ( x , y ) = 0,故 
x = y , 所以由反证法原理可知 { x n } 的极限唯一. 

问题 1.1.24 为什么要强调在度量空间中，收敛序列 { x n } 的极限 x 0 —定是 
唯一的？ 

这是因为在一般的拓扑空间 （ X ， t )， 收敛序列 { x n } 的极限不一定是唯一 
的.不过度量拓扑空间是 Hausdorff 空间，在 Hausdojff 空间中，收敛序列 {〜} 的 
极限: r G —定是唯一的. 

问题 1.1.25 平凡度量空间中，序列 { x n } 收敛时，具有什么特点？ 

在平凡度量空间中，若序列 {x n } 收敛到 xo , 则一定存在足够大的 7 V , 使得 
n > iV 时，有 X n = Xo 都成立. 

问题 1.1.26 d ( x , y ) 是$和 y 的二元连续函数吗？ 
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是的.由于 


d(x n) y n ) <d(a: nr a; 0 )+d(x 0 ， y n ) 

^d{x n ,x 0 )-^d(xo,ijo) + d(y 0 ,y n ), 

因此 

d(x n ,y n ) - d(x 0 ,yo) ^ d(x ni x 0 ) -f d(y n ,y 0 ). 

同样地，有 

d(x 0l yo) - d{x n ,y n ) ^ cl(x n ,x 0 ) + d(y n ,y 0 ). 

因而 

\d{x n ,y n ) - d(x 0 ,yo)\ ^ d{x n ,x 0 ) -f d(y n ,y 0 ). 

所以，若 : r n -> — y 0 , 则 d[x n ,y n ) — d(x 0 ， y 0 ). 

问题 1.1.27 若 X 是线性空间， (X,rf) 为度量空间 ， ' —x 0 , y n ^ y 0 , 则序 

列 {〜 + 2/ n } —定收敛于$0 + yo 吗？ 

不一定 . 例如，设 /? = (_oo ， +oo )， 对于任意 x,y e R, 定义 

•，!/) = { °， X = V ’ 

\ max{|x|, |t/|}, 

则容易验证 (R ， d) 是度量空间 . 

其实，只要取 : r n = 1， yn = — 1，$。= 1 ， y。 = 0 ,则 

n 

d(x n ,xo) = d(l, 1 ) = 0 — ♦ 0 , d{’y n 、 yo) — d ( — , 0 ) = - > 0 . 

\ n J n 

但 d{x n 4- y n ,xo + yo) = d (1 — 士， i) = 1 ，因此 d{x n -h y n ^ 0 -h yo) 不收敛于 0 . 所 
以，虽然 : r n — — 2/0, 但是 {:r n + 2/n} 不收敛于 : co + yo. 


1.1.7 度量空间中的球 

问题 1.1.28 度量空间的球是什么？ 

若 ( X y d ) 为度量空间， r 为大于0的实数，则称 [/( x 0 i r ) = {x e X \ d ( x 0 , x )< r } 
是以： ro 为中心、 r 为半径的开球，记为 C /( xo , r ). 称 B ( xo , r ) = {x G X | d ( xo , x ) ^ r } 
是以 xo 为中心、 r 为半径的闭球.称 S ( x 0 l 7') = {x e X \ d ( x 0 , x ) = r } 是以 x 0 为 
中心、 r 为半径的球面. 

问题 1.1.29 在度量空间中，一个半径较小的开球能否真包含一个半径较大 
的开球？ 
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度量空间中一个半径为6的开球，可能会真包含在一个半径为4的幵球内. 
设 X = {( xi ? x 2 ) I Xi , x 2 为实数， \xi\ 2 -h \x 2 \ 2 < 16}, ^ X 上定义度量 d[x 、 y) = 
{\xi - 2 / i I 2 + | x 2 - y 2 | 2 ) 1/2 5 则以 a : 0 = (0,0) 为球心，4为半径的小球真包含以 
yo = (3,0) 为球心，6为半径的大球. 

问题 1.1.30 对于任意 r 2 > n > 0,是否都可找到一个度量空间，存在大小 
不同的两个球，使得小球 C /( yo ， n ) 真包含大球 f /( x 0 , r 2 ) 呢？ 

不一定 . 设 (X, d) 为度量空间， x Q ， y Q e X,K U{xo,2r) C C/(yo ， r ), 则 U{x 0) 2r) 
一定与 U(y 0 ,r) 是一样的 . 实际上，对于任意 ： r e U(yo ， r) ， 有 d(x,x 0 ) ^ d(x ， y 0 ) + 
d(yo,x 0 ) } 由于 U(x 0i 2r) C t/(y 0 ， r )， 故 d(y 0 ,x 0 ) < r, 因而， rf(x T x 0 ) < r+ r = 2r , 故 
x e t/(xo,2r ), 即 U(yo,r) C J7(x 0 ,2r), 所以， 一 定有 U(x 0 ,2r) = U(yo,r) 成立 • 

问题 1.1.31 存在度量空间（ X , d )， 使得单位球面 5( x 0 ,1) = {x G X\ d(xo,x) = 
1} 包含开集吗？ 

是的.实际上，对于任意两个点以上的集合 X, 若 d 为 X 上的平凡度量，则 
单位球面 S(xq, 1) = {x G X | d(xo,x) = 1} = X \ {x 0 }, 由于对于平凡 度量， X 的 
任意子集都是开集，故单位球面 S ( x 0 ,1) 是幵集.容易验证，斯在度量 d ( x ， y ) = 
(| 工 1 - yi | 2 + \^2 - V 2\ 2 -f k 3 - J /3| 2 ) 1/2 下，单位球面 5( x * o , 1) 不包含任意 幵集. 

1.1.8 度量空间的有界性 

问题 1.1.32 什么叫有界集？ 

後 H 是度量空间叉的子集，若存在吻€ X，r > 0,使得//包含在开球 
t/(x 0 ,r) 4 1 , 则称//是 (X, d) 的有界集.容易知道，//是 (X, d) 的有界集当且仅当 
存在 x 0 eX , r >0, 使得//包含在闭球 B ( a : 0 ， r ) 中. 

问题 1.1.33 若//和 K 都是度量空间 { XM ) 的有界集.则它们的并集也是 
有界集吗？ 

是的.由于 H 和 K 都是有界集，故存在 x 0 ， y 0 G 叉和 n ， r 2 > 0,使得 

HC[/(xo,ri), KCU(y 0 ,r 2 ). 

令 r = n + r2 + d(a ： o ， yo), 则好 £ U(xo,r\) C ( 7 (xo,r), 并且对于任意 z e K, ^ 
♦o,2) < r 2 , 故 


d{x 0 ,z) ^ d(x 0 ,y 0 ) -h d(y 0i z) < d(x 0 ， ’y 0 ) 4- r 2 < r. 

z e U{xo,r) ) BP K C [/(x 0 ,r), 所以， H\JK C (7(xo ， r )， 即 H]JK 是有界集 . 
问题 1.1.34 若 // 和 X 都是度量空间 （ X ， d ) 的有界集，则它们的交集也是 

有界集吗？ 

是的 . 很容易验证 . 


问题 1.1.35 若 { x n } 为度量空间的收敛序列，则 { x n } 是有界的吗？ 

是的.设 lim = a :。， 则对于5=1, 存在 N ， 使得 n 〉 W 时，有 d ( x ni x 0 ) < 1. 

n—>oo 

令 r = max { l , d (. xo , Xi ), - - -， d ( x 0 , a :#)} + 1， 则对任意的 n ， 有 d ( x 0 ， x n ) < r , 故 
{ x n } C t /( x 0 , r ), 所以 { x n } 是有界的. 

问题 1.1.36 若 { x n } 为度量空间的有界序列，则 { x n } 一定是收敛序列吗？ 
不一定.对于任意实数集7?和上的平凡度量4点列 {(-1 H 是有界的，但 
不是收敛列. 

问题 1.1.37 任意一个度量空间 （ X , d ), 都可以引入另一度量〜使任意子集 
MdX 都是有界集吗？ 

是的.只需令 p { x , y ) = 「 火:疗) . 、 ， 则对任意 M C X ，若 x ◦是 X 的某个点, 

1 -hdix.y) 

则在度量 p 下，闭球 B ( x 0 , l ) 一定包含 A /， 故 M 都是（ X ， p ) 的有界集，并且有 
d { x ny x ) - 0当且仅当 p ( x n , x ) -> 0,即度量 p 和 d 是等价的.实际上，对于任意 
x,y eX 、 有 

p(x,y) < min{l,d(x,?/)}. 

1.1.9 序列空间的度量收敛与坐标收敛的关系 


问题 1.1.38 设 s 为全体实数列，对于任意 x = [ xi),y = ( yi ) e s , d ( x ， y ) 
…卜'二队 I ，■^ 则 ( s 、 d ) 中序列按度量 d 收敛当且仅当序列按坐标收敛吗？ 


V . u ' r V Vl h > 则 （ s ， rf ) 中序列按度量 d 收敛当且‘ 

t z!(l + ㈨- 队 |) 

oo 

是的. 若 x n e s , d ( x n , o : 0 ) — 0,则 d ( x n , x 0 )= E ： 


X ： 7 - X, 


0,故 


i! 1 -f 


对每一个固定的，有 
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对于每个< < m ， 存在 Ni , 使得 n > M 时，有 ： r ,[ n) - x [ 0) ^ 令 7 V = 
maxIATj ,.-. H 则当 n > iV 时，有 


因此 



所以(: r n ，: ro ) = 0.即 { x n } 依度量 o ! 收敛到 o ： o . 

问题 1.1.39 设 c 0 = {(^^)| _lim = 0}, 对于任意的 ( xi ),( yi ) G c 0 , 定义 
d ( x , y ) = sup \xi — 扒|，即 c 0 为所有收敛于 0 的数列所成的空间，则 （ c 0 ， fi ) 中序 

l^i<oo 


列按度量 d 收敛当且仅当序列按坐标收敛吗? 
不一定.设 



?' ^ n , 
i > n . 


则 {^ n } 按坐标收敛到0,但 c /( x n ,0) = 1,因此， { x n } 按度量^不收敛到 0. 

问题 1.1.40 设 Zi = |( xi ) ^ \xi\ < +oo 1,对于任意的 (xi), (i/i) G “,定义 

oo 

d ( x , y ) = Y 2 \ x i - Vi \^ 则 ( h , d ) 中序列按度量 d 收敛当且仅当序列按坐标收敛吗？ 


不一定.设 



当 i 彡 n 时， 
当 f > n 时. 


则 { a ： n } 按坐标收敛到0,但 d ( x n ,0) = ^ - = 1,因此， {： r n } 按度量 0 ?不收敛到 0. 

TL 


1.2 度量拓扑 


1.2.1 开集的定义 


问题 1.2.1 什么是开集? 
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设 ( X , d ) 是度量空间， G 是 X 的子集 ， xo e G 称为 G 的内点，若存在某个开 
球 t /(. r 0 , r ), 使得 U { x 0 , r ) C G . 若 G 的每一个点都是 G 的内点，则称 G 为开集 
(open set ). 

问题 1.2.2 开集与 X 和度量 d 有关吗？ 

是的.只有在度量空间 { X , d ) 确定后，才能讨论开集.例如，在 X = (- oc ， oo )， 
度量 d ( x ， y ) = | a : - y \ 时 ，[/ = [0,1) 不是( X , d ) 的开集.对于 X 上的平凡度量 
p ， f / = [0,1) 是 (X,p) 的开集.当 F = [0,3]，度量 p(x ， y) = |x — y | 时， t / = [0，1)是 
{Y,p) 的开集. 

问题 1.2.3 度量空间 （ X ， d ) 中，什么集合一定是开集？ 

在度量空间 （ X , d ) 中，空集0和全集 X —定是开集，也是闭集.这是由于对 
于任意 x e X ，有开球 ?7( x , l ) CX , 因此, a : 是 X 的内点，故 X —定是开集，因此, 
由后面闭集的定义可知 X 的补集 X c = 0 是闭集.由于 X 中任意收敛序列的极 
限点一定是在 X 里面，故 X 是闭集，所以， X 的补集= 0是开集.在任意度 
量空间 ( X , d ) 中，空集0和 X 都一定既是开集，又是闭集. 

问题 1.2.4 对于度量空间 （ X ， d )， 任意开球 U ( x 0 , r ) 一定是开集吗？ 

是的.只需证明对于任意的 ： r € /7( x 0 , r ), x ^ U ( x 0 , r ) 的内点. 

对于 x e U ( xo , r ), W d ( x , x 0 ) < r , 令 r ’ = r — d(x,Xo) ) jttl ] r ’ > 0 且 y € U ( x , r f ) 
时，有 d(x,y) < r \ 因而 

伞 ()， y ) 彡 d ( x 0 , x ) 4 - d ( x , y ) < d ( x 0 , x ) + r ’ = r ， 

所以， U { x , r ') C U ( xo y r ), 即 : r 是 t /( x 0 , r ) 的内点，由: r 是任意的可知 C /(: r 0 ， r ) 是 
开集 • 

问题 1.2.5 明显地，一般 来说， 非空开集不一定是开球.是否存在一个度量 
空间 （ X , d ), 它的任意非空开集都一定是开球吗？ 

若 X 只有唯—个点，则对于 X 上的任意度量 d , 度量空间 （ X , d ) 的任意 
非空幵集一定是开球.又如 X = { l ,2,3}, c /( x , y ) = \x - y \, EO X 的任意子集都是 
( X ， d ) 的开集，由于单点集{対都是以 a 为球心 ， r = 1为半径的开球 t /( a , l ). 两个 
点的子集 { a ,6} 可以看作是以 a 为球心 ， r = 2为半径的开球 C /( a ,2). X 本身可以 
看作是以1为球心 ， r = 3为半径的开球 C /( l ，3), 因此，所有的非空幵集都是开球. 

问题 1.2.6 是否存在度量空间 ( X . d ), 它的任意闭球 B ( x 0 , r ) 都一定是开 
集吗？ 

是的.设 X 是非空集合， d 为 X 上的平凡度量，则对任意1,闭球 
jB(x 0 ,r) = {x| d ( x , xo ) ^ r } = X 是开集.由于开球 U ( x 0l l) = {x| d(x, xo)<l} = {xo} ? 
因而 {.7 ： o} 是开集.故对于任意 r < 1,闭球 B(xq, r) = {x| d(.T,Xo) ^ = 是 

开集. 
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1.2.2 开集的性质 

问题 1.2.7 设 { X , d ) 是度量空间，则下面结论成立吗？ 

(1) 任意个开集的并集是开集； 

(2) 有限个开集的交集是开集. 

是的 .（1) 设为 ( X , d ) 的一族开集，则对任意 xe { jG Q , 有某个下标 a 0 , 使 

a 

xe G a 。， 由于 G a 。 是开集，因而有开球 U { x , r ) c G a 。，故 U { x , r ) c [ JG a , 故: r 为 
[ jG a 的内点，由： r 是任意的可知 \ JG a 是开集. " 

a a 

(2) 设 Gi ，…， G n 为开集，对于任意 : r € p | Gi ， 对 i = 1，2,…， n ， 有 x G G “ 

i = 1 

由于 Gj 是开集，故存在 n ， 使得 U ( x , ri ) c G {. 令 r = minjri | i = 1,2 ，…， n }， 则 
U { x , r ) C Gi , 因而 U { x , r ) C f ] 所以 ， x (\ Gi 的内点，从而 G ， 为开集. 

i=l t = 1 i=l 

问题 1.2.8 设 ( X , rf ) 是度量空间， t / 是开集，则 [/ 一定是某些开球的并集吗? 
是的.由于 t / 是开集，故对于任意 x € C /， 存在开球 C /( x , r ,), 使得开球 
g [/, 因此 U 又因为《7二 U U ( U X ) ，所以 ，[/ = U U { x ^ r x ). 

xeu xeu xeu 

问题 1.2.9 存在度量空间的任意子集都一定是开集吗？ 

是的.设 X 是非空集合， d 为 X 上的平凡度量，则对任意抑 e X ，开球 
U ( x 0) 1) = {x | d ( x , x 0 ) < 1} = { x 0 }, 因而 { x 0 } 是开集，所以，久的任意子集 
G = U M 都是开集. 

xeG 

问题 1.2.10 若对于度量空间 { X , d),X 的任意子集都一定是开集，则 d —定 
是平凡度量吗？ 

不一定.设 X = {1,2, 3,4,5, 6}, d ( x , y ) = \x - y |, 则度量空间 ( X , d ) 中的任意 
子集都是开集.但明显地， d 不是平凡度量. 

问题 1.2.11 任意多个开集的交集是否一定为开集？ 

任意多个开集的交集不一定是开集.例如，在实数空间中， d ( x 、 y ) = | x - y |, 

对于任意自然数 n , 仏= (--.-) 是的开集、但0 G n = 0 (—丄，丄) ={0} 

V ri n ) n=i n=i \ n nj 

不是开集. i 


1.2.3 闭集的定义和性质 

问题 1.2.12 什么是闭集？ 

度量空间 [ X , d ) 的子集 F 称为闭集 （closed set )， 若 F 的余集是 
开集 • 
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问题 1.2.13 设 ( X , d ) 为度量空间，则对任意 xo e X , r > 0, 闭球 B ( x 0 , r ) 
是闭集吗？ 

是的.对于任意不属于 B (: ro ， r ) 的: r , 必有 d ( x 0 l x ) > r ，故〜= ^( d ( x Q , x ) - 

r ) > 0,不难验证 B ( x 0 ， r ) 的补集包含幵球 U { x ) r x ), 因此， x 是 B ( x 0 , r ) 的补集的 
内点，所以， B ( x 0 , r ) 的补集是开集，故闭球 B ( x 0 , r ) 是闭集. 

问题 1.2.14 存在度量空间 （ X ， d )， 在 （ X ， d ) 中，每个子集既是开集，又是闭 
集吗？ 

是的.在数学分析中， R = (- oo ^ oo ) 中的区间如果是开区间，则一定不可能 
是闭区间，除了空集和/?, 一个子集不可能既是 开集， 又是闭集.但在度量空间中， 
一个子集可以既是开集，又是闭集.实际上，对于任意非空集合 X ,有 X 上的平凡 
度量4使得在 （ Xd ) 中，每个子集既是幵集，又是闭集. 

问题 1.2.15 存在度量空间 （ X ， d)，ci 不是平凡度量，但久的每个子集既是开 
集，又是闭集吗？ 

是的.实际上，只要 X 是有限个点的非空集合，则对于 X 上的任意度量 d， X 
的每个子集和它的补集也只包含有限个点，故它和它的补集都一定是闭集，因此它 
既是开集，又是闭集. 

问题 1.2.16 对于实数集中的闭区间 [ a ,6], 有可能存在度量 /9, 使得在度 
量空间 （ X ， p ) 中， [ a , 6] 是开集吗？这里久是 i ? 中某个包含 [ a , 6] 的子集. 

是的.在数学分析中，实数集中的 ^6] 称为开区间是指度量 d ( x ， y ) = 
|. r - y |,[ a , fe ] 是度量空间 ( R , d ) 的开集.实际上， 若在 R 上定义平凡度量 p , 则开 
的任意子集都是开集.并且是闭集，因此， ^6] 是/?在平凡度量下的开集.若在 
X = [ a , 6] 上定义度量 d { x , y ) = |x - y |， 则 [ a , 6] = X 是整个空间，因此， [ a ，6] 既是 
度量空间 ( X , d ) 的幵集，也是度量空间 ( X } d ) 的闭集.又如久= [ a ，6] U [ c ，4 这 

里 a <6< c < d ， 定义 p ( x } y ) = \x - y \, 令: r 0 = ° = —^― + 则开球 

U { x 0 , r ) = [ a ,6], 因此， la ，6 j 是度量空间 { X . p ) 的开集.总的来说，要说一个子集是 
开集，就必须指明全空间 X 和 X 上的度量 p . 

问题 1.2.17 设 ( X , d ) 是度量空间，则下列结论成立吗？ 

(1) 0和 X 是闭集 •， 

(2) 任意闭集的交集是 闭集： 

(3) 有限个闭集的并集是 闭集. 

是的.容易验证. 

问题 1.2.18 什么是极限点？ 

设 F 是 { X . d ) 中的集合 ， x e X , 若包含： r 的任意开集都含有不同于 x 的/^ 
的点，则称 x 为 F 的极限点. 
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问题 1.2.19 : r 为 F 的极限点时 ，: r 一定属于 F 吗？ 

不 一定. 例如，在实数空间 i ? 中，0是厂=|| 1,2, .. ,71,.. J 的极限点， 

但0奩 R 

问题 1.2.20 设 R = (― oo ，+ oo ), d (： vy ) 二 — y |，// 为所有的正整数，则 // 
有极限点吗？ 

没有. 若 x e 仏 则存在开球 U ( xA ) 不包含//中不同于 x 的点，因此: r 不 
是 H 的极限点.若: r 不属于 H , 则存在整数 n G 使得 n < or < ??. + 1,令 
r — niin{x — n,n + 1 — : r }, 则 U ( x , r ) 不包含 i / 中的点，因此，: r 不是//的极限点， 
所以，//没有极限点. 

问题 1.2.21 设 （ X ， d) 为度量空间， FcX ， :r 0 eX ， 则下列条件等价吗？ 

(1) : r 0 为 F 的极 限点； 

(2) 包含 xo 的任何一个开集都含有厂异于 xo 的无穷多个点； 

(3) 在/^中存在序列 a：n， 工 n 会吻，且 lini a: n = Zc). 

是的.不难验证. ^ 00 

问题 1.2.22 什么是闭包？ 

设 ( X , d ) 是度量空间 ， F C X ，称 F 的极限点全体为 F 的导集， 记为 F ，. 
F = F U 称为 F 的闭包 ( closure ). 

问题 1.2.23 设 ( X , d ) 为度量空间， FC X ， 则 P 是包含 F 的最小闭集吗？ 
是的.设{&| ae A } 是所有包含 F 的闭集，则对于任意 a ， 都有厂〔仏， 

因此 ， P G F a ，故 P Q 门心反过来，由于 F 是闭集，故 P 就是某个/因此 

oceA 

n C F , 因而， F = f ] F a , 所以， P 是包含 F 的最小 闭集. 

a^A a 6 /l 

问题 1.2.24 设 ( X , d ) 是度量空间， F 为 X 的子集、 则下列条件等价吗？ 

(1) F 是 闭集； 

(2) F 1 C F; 

(3) F = F . 

是的. （1) 今 (2) 若 F 是闭集，则是开集. 如果广 =0, 则 P C R 如果 
FH 则对任意： c e 必有 xeF . 不然的话，假设 x _ F， 贝 IJ z e 由于 

是开集，且 F C ^F = 0 > UxeF , 当且仅当包含: r 的每个开集都一定含有 F 的点, 
因此 x 牵 F 与 x G P 矛盾. 

(2) 4 (3) 若沪 C 则 F = F \ JF J = F . 

(3) 4(1) 若 F = FUF ' = R 则 P C R 如果 〆 7 = 0，则 F = X 是 闭集； 如果 
F c ^ 0 , 则对任意 : r € 由 P C F 可知 x 《 F '， 因而存在开球 [/( x , r)HF = 0, 
故 t /( x , r ) cF c 1 即: r 是的内点，因此是开集，所以 F 是闭集. 
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问题 1.2.25 设 （ X ， d ) 是度量空间， FcX ， o ： eX ， 则下列条件等价吗？ 

(1) xeF ] 

(2) x 的每个开球都包含有 F 的点； 

(3) 有序列 {x n } C F, 使得 x n = x . 

是的 . (1)=^ (2) 对任意 x eF = F\JF\ 若 z e 则明显地对 : r 的每个开球 
C /( x , r ), U { x , r ) 包含有 F 的点 . 则对于 a ： 的每个开球 U { x , r ), t/(x ， r ) 必 
含有 F 的异于： c 的点，所以 t/(x,r) 一定含有 F 的点 . 

(2) => (3) 对于任意正整数 n, t/ (X ， 丄 ) 中含有 F 的点〜，因而 d{x n ,x) < 

\ n ) n 

所以 lim x n = a;. 

n—♦oo 

(3) 4 (1) 设存在 {x„} C F, 使得 lim = or. 如果 x G F, 则明显地有 x e F. 

n — >oo 

如果 x 丰 F 、 则由 {.r n } C F 可知 : r„ # x ， 因而由 liin x n = x 可知 x G i 7 '， 所以 

n—^oo 

x E F . 

问题 1.2.26 若 £, F 是度量空间 (X,d) 的子集，则 = 成立吗? 

不一定.例如，在实数空间7?上，取 E = (0,1 ),F = (1，2)，贝 IJ EOF 是空集， 


{0 Ef]F ^ [0,1] 门[1，2] = {1}. 

问题 1.2.27 若 E,F,E t (i e N) 是度量空间 （ X , d ) 的子集，则 E\JF = 


E\JF, U E l 


U Ei 成立吗？ 

ieN 


容易验证 ^IJF = E\JF 一 定成立.但 ~\J~Ei = \J Ei 就不一定成立.例 

• ^― a . r • ^― kt 




则 JTEi = (oTI) = [ 0 , 1 ], 但 u 瓦 = 

ieN ieN 


u 




= ( 0 , 1 ) . 所以， U ^ U E t . 

i£N ieN 


问题 1.2.28 若 F 是度量空间 (X, cl) 的子集， d.{x, F) = inf{c/(x,^/)| y e F}, 
则 d{x.F) = 0 当且仅当 x e F 吗？ 

是的.若 : r e 则对于任意 e > 0, 开球 U(x ， e) 与 F 相交，因此， d(x,F) < e 
对任意小的 e 都成立，因而， d{x, F) = 0.若 d(x, F) = 0,但 : r _ F ， 则存在 e > 0, 
使得开球 t /(: r ， e ) 与 F 不相交，因此， d(x ， F) 彡 e, 但这与 d(x, F) = 0 矛盾.所以, 
d(x ， F) = 0 当且仅当 x eF. 

问题 1.2.29 若： T 是度量空间 (X : d) 到度量空间 （ Y ,/9) 的连续算子，则对于 

X 的任意子集五，都有 T(E) C T{E) 成立吗？ 


是的.对于任意 x € 有 ： Tx e T{E) C TiE ), 故 x e 了 - 1 (t{E)). 因此， 
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E C T " 1 ( T [ E)y 由于 T [ E ) 是闭集，并且： T 是连续算子，因此， T - 1 (了⑹)是 
X 中的闭集.故由 E 是包含 E 的最小闭集可知忑£ 了- 1 因而 T ( E ) C 

T (r- 1 (T(E))) C T { E ). 

问题 1.2.30 设 ( X ， d ) 为度量空间， F 为闭集，则存在可列个开集 G n ，使 


F =門 G n 吗？ 

打 — 1 

备的.由于 F 是闭集，故对于 d ( x , F ) = in {{ d ( x , y)\y e F }, 容易验证 F = 
{x I d { x , F ) = 0}, 不难证明 f ( x ) = d ( x ， F ) 是连续的，故对任意 nAx 


d ( x , F ) < 


是开集，从而对于开集 G , 


d { x , F ) < = ^ 所以 H G n . 

n= 1 


d ( x , F ) < — 


{ x | d ( x , F ) = 0} = n 

n=l 


问题 1.2.31 设 （ X , d ) 为度量空间 ，[/ 为开集，则存在可列个闭集，使 


" = G & 吗？ 

n=l 

是的. 设 F 为 U 的补集则 F 为闭集，故存在可列个开集 G n ， 使 F = 
门 G n ， 因此， (7 二= ( fl ) = U 仿.记〜=❺’，则 F n 是闭集，并且 

n=l \n=l / n=l 


U = \J F n . 

n=l 

问题 1.2.32 在度量空间 （ X〆 ） 中，开球 f /( r 0 ， r ) 的闭包是否一定是闭球 
B { x 0 , r )7 

不一定.在 i ?= (_ oo ，+ oo ) 上，定义平凡度量 


d { x , y ) = 



x = 1/, 


则对于开球 t /(0, l ), 由于[7(0, 1) = {0} 是闭集，故它的闭包仍是{0}，不是闭球 
^(0,1) = (― oo ，+ oo ). 

问题 1.2.33 什么是一个子集的内点和内部？' 

设 { X , d ) 是度量空间， G C X ，对于 x € G , 若存在包含 x 的幵集[4,使得 
U X CG , 则称 x 为 G 的一个内点， G 的内点全体称为 G 的内部 ( interior ), 记为 G f) . 
问题 1.2.34 子集 G 的内部 G Q —定是开集吗？ 

是的.对于任意 x € G Q ， 存在包含 I 的开集[4,使得 [4 Q G . 对任意 y G %， 
容易知道 W 是包含 y 的一个开集，因此，由 E 4 C G 可知 y 也是 G 的内点，故 
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所以， G Q 是开集. 

问题 1.2.35 设 ( X ， d ) 为度量空间， GcX . FcX , 则下列结论成立吗？ 

(1) G 是开集当且仅当 G = G °; 

(2) G ° C G C G ; * 

(3) 当 G C F 时，一定有 G 0 C F 0 , Gc F . 

是的.容易按照定义验证. 

问题 1.2.36 设 （ X , d ) 为度量空间， G C X ， 则 G G 为 G 所包含的最大开 
集吗？ 

是的.若开集 UCG , 则对于任意 x £ U，U 是包含 x 的开集，并且 f / g G ， 因 
此， a ： 是 G 的内点，故1/ g G Q ， 所以，是 G 所包含的最大开集. 

问题 1.2.37 设孖和 K 为度量空间 ( X , d ) 的子集，则（//门尺 ) 0 = // 0 门 /( 0 
和 = ^ G LJK 0 一定成立吗？ 

(// fl / O 0 =丑 0 门尺。一定成立.容易知道（丑门尺) 0 S 丑 0 ,并且（//门久) 0 g 
k 0 , 故（丑门尺) 0 £ ^° n ^°- 反过来，若 z € H 0 门 K 0 , 则由 x € //◦ 可知存在 
ri > 0,使得 U ( x ， n ) Q H . 另外，由 x € 可知存在 r 2 > 0,使得 U { x , n ) C 
K . 令 r = minh ，。}， 则 U { x , r ) C // 0 门夂◦，故 H 0 f ] K ° C H ° f ] K 0 , 所以， 

(Hn^) 0 = ^°n^ 0 - 

{ H \ JK )° = H ° U A "° 不一定成立.设 H 为所有的有理数， K 为所有的无理数， 
则它们是实数度量空间/?的子集，并且 （ i / U[) G =尺，但 ^° u ^° 是空集. 

问题 1.2.38 什么是稠密和无处稠密？ 

设 F 为度量空间 { X y d ) 的子集，若 F = X ，则称 F 在 X 中稠密 ( dense ). 

设 F 为度量空间 ( X ， d ) 的子集，若 P 不包含任何内点，则称 F 在 X 中是无 
处稠密的 (nowhere dense ) 或疏朗的. 

问题 1.2.39 若 F 在 X 中稠密，则 F —定在 X 中不是无处稠密的吗？反过 
来呢？ 

是的.若 F 在 X 中稠密，则 F 在久中一定不是无处稠密的.反过来， 若 F 在 
X 中是无处稠密的，则 F 在 X 中不是稠密的. 

若 F 在 X 中不是稠密的，则 F 在久中不一定是无处稠密的.例如，在实数 
集/?中，取 F 为/?中除了开区间 （0,1) 的有理数全体，则 F 在 X 中不是稠密的， 
但由于 F 的闭包包含（- 00,0), 因此 F 在 R 中不是无处稠密的. 

反过来，若 F 在 X 中不是无处稠密的，则 F 在 X 中不一定是稠密的.例如, 
在实数集中，取 F 为 i ? 的开区间 （0,1) 中的所有有理数全体，由于 F 的闭包包 
含[0,1]，故 F 在/?中不是无处稠密的，但 F 在中不是稠密的. 

问题 1.2.40 在实数集 /?上，定义 d ( x ， y ) = \ x - y \, 设 £* = { n \/2 - [ ny /2}\ n = 
土1，土2, 土3，...}， 则五在 [0,1] 上是稠密的吗？这里 [ x ] 是指： r 的整数 部分. 
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是的.对于给定的任意一个 I 6 显然 I 是一个无理数.由于 W 是一个无 
理数，故对于任意的^ > 0,存在一个 n , 使得 n \/2 的小数部分小于 e . 

对于任意 a G [0,1], 可随意选定 Xi = - [ n iv ^] e 五，设 rm 为满足 

mix \ ^ a < 1的最大正整数，那么有 m \ X \ — m \ n \ \fl - [ min \\/2 \. 根据上面的事 
实，可以找到一个 x 2 ^ E 满足0 < 化= n 2 \/2 -卜2力] < a — mi ；^ ，令为满足 
mixi - \- m2X2 ^ a 的最大正整数，那么 mixi -f m 2 x 2 = (mini + m 2 n2 ) W - + 

m 2 n 2 ) V 2]. 这样下去就可以构造一个 E 上收敛到 a 的序列 

-h m2^2, … }. 

这说明了任意的 a G [0,1] 都属于 E 的闭包，所以，五在 10,1] 中是稠密的. 

问题 1.2.41 设 [ X , d ) 是度量空间，若 F 在 X 中是无处稠密的，则 F 的闭 
包也是无处稠密的吗？ 

是的.由于 F 在 X 中是无处稠密的，故 F 的闭包没有内点.由: F 的闭包等 
于 F 可知 F 的闭包也是无处稠密的. 

问题 1.2.42 设 ( X , rf ) 是度量空间，若二 1，2,…， n ) 在 X 中是无处稠 
密的，则有限 个厌 的并集也是无处稠密的吗？ 

是的.容易理解只需证明巧和 F 2 在 X 中是无处稠密的，则 Fi [ jF 2 也是无处 
稠密的.由于 FriJF 2 = FiU ^, 故若开集!7包含在 A U ^2, 则对于任意 xeU , 
每个包含在 [/的 z 的开球 U { x , r ) 一定包含的点，也一定包含的点.假如 
开球 U ( x , r ) 不包含 F 2 的点，则开球 U { X ) r ) 一定包含在 Pu 但这与巧无处稠密 
矛盾. 从而， f / 一定包含在巧门歹2,这是由于若存在 : r e A ， 则存在： r 的开 
球 U { x , t ) C U , 并且 U ( x , r ) 与 的交为空集，但这与前面已经证得的结论矛盾. 
由 A 和 F 2 在 X 中是无处稠密的可知 C 7 —定是空集，所以， FiU ^2 也是无处稠 
密的. 

1.2.4 拓扑的定义和性质 

问题 1.2.43 什么是拓扑？ 

设 X 是一个非空集合， t 是 X 的一族子集，若 t 满足下面的三个公理，则称 
( X , r ) 是拓扑空间 (topology space ) : 

(1) 0 G r , X G r ; » 

(2) r 中任意个集合的并集属于 t ; 

(3) t 中任意有限个集合的交集属于 7*, 

此时称 t 中每一个集合为开集 (open set ), 称 t 为拓扑 ( topology ). 若子集 F 的补 
M F c er , 则称 F 为闭集. 

问题 1.2.44 什么是度量拓扑？ 
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若 (X, d) 是度量空间， t 为度量空间中的全体开集，则 (X } t) 为拓扑空间，称 r 
为度量 d 诱导的拓扑或度量拓扑 (topology induced by the metric , metric topology ). 

问题 1.2.45 什么是离散拓扑？ 

设 X 是一个非空集合, T 为 X 的子集的全体，则 （ X , T ) 是 一 个拓扑空间，称 T 
为 x 的离散拓扑或平凡拓扑.此时，对于任意 X e X ， X 都是开集.若 d 为 x 上的 
平凡度量，则度量 d 产生的拓扑就是 X 的离散拓扑. 

问题 1.2.46 离散拓扑空间中的所有开集一定是闭集吗？所有闭集一定是开 

集吗？ 

是的.这是由于离散拓扑空间中的任意子集都是开集，故所有开集一定是闭集、 
并且所有闭集一定是开集. 

问题 1. 2 . 4 7 若拓扑空间 （ X ， t ) 中的所有开集一定是闭集，并且所有闭集一 
定是开集.则 r 一定是离散拓扑吗？ 

不一定.设 X 为所有自然数 ，[/ n = {2 n - l ,2 n }, n = 1,2,3, …， t 为尸= {U n } 
中元素的并集，则在拓扑空间 （ X , t ) 中，任意幵集一定是闭集，并且任意闭集一定 
是开集，但单点集不是开集，因此 r 不是离散拓扑. 

问题 1.2.48 什么是可度量化的拓扑空间？ 

设 (X,t) 是拓扑空间，若存在 X 上的度量 d ， 使得度量空间 (X^d) 中的开集 
全体就是 r , 则称拓扑空间 (X, t) 是可度量化空间 （metrizable space ). 

问题 1.2.49 什么是 Hausdorff 空间？ 

拓扑空间 ( X , t) 称为 Hausdorff 空间 （Hausdorff space ), 若对于久中的任意 
x ， y' x ♦ y 、 存在两个开集 /7 X 和 t/p 使得 x € C/ x , y e Uy ， 且 U x f]U y = 0. 

问题 1.2.50 度量空间一定是 Hausdorff 空间吗？ 

是的.在度量空间 （ X ， d ) 中，对于任意 x、y e X、x 羊 y 、 只需取 r = y )， 则 

U(x,r)f]U{y,r) = 0, 因此，度量空间一定是 Hausdorff 空间. 

问题 1.2.51 什么样的拓扑空间称为正规空间 (regular space )? 

若 F 2 是拓扑空间 ( X , r ) 中的两个闭集，且 F { f)F 2 = 0,则一定存在开集 
U U U 2 , 使得 C tA , F 2 C t / 2 , 且 U x f]U 2 = 0. 那么就称 （ X ， r ) 为正规空间. 

问题 1.2.52 度量空间一定是正规空间吗？ 

是的.设5，厂2是度量空间 {X ， d) 中的两个闭集，且 F[f]F 2 = 0. 由于 
巧门厂 2 = 0，故 A c . 由巧是闭的可知 Ff 是开集，故对于任意 : r 6圮，存在 
〜 > 0,使 U(x,r x ) C . 

令％ = U f / ( X ，则 w 是开集，且 A c fA . 

xeFi x ^ } 

类似地，对于任意 y € F 2 , 存在 r y >0, 使得令 C / 2 = U U 

y£F 2 V 1 J 
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则 R 是开集，且 A C %. 

如果存在 2 e £/ in ^2, 则由 I u r 

xeF x 


:， ~2 


一定有 x e Fi, y e F 2 , z e u 


x ， 


r x 



^ 0 可知 


d { x , y ) ^ d ( x , z ) 4 - d ( y , z ) < 









( max{r x ， r y }， 


但这是不可能的，因为若 d ( avy ) < 则 :(/ G U { x , r x ) d F .〗'， 与 y e f 2 矛盾；若 
d (: r , 2 /) < r y , 则 a : € U [ y , r y ) C f ] c ， 与 x € 乃矛盾. 

因此由 上面讨 论可知 [/,0172 = 0 , 所以存在开集 FiCt / i , F 2 CC / 2 且 U Y {^ U 2 = 0 . 


1.3 连续算子 


1.3.1 算子连续的定义 

问题 1.3.1 什么算子是连续的？ 

设 pm ) 和 ( y , p ) 都是度量空间，： r 为 x 到 y 的算子^ € x ， 若对任意 
e >0 , 存在6 > 0,使得 d { x , x 0 ) < 5时，有 p ( Tx , Tx 0 )< e ) 则称算子: T 在点 x 0 连 
续，若 T 在 X 上的任意点都连续，则称 T 在 X 上连续. 

1.3.2 算子连续的刻画 

问题 1.3.2 若了是 （ X ， cQ 到 ( Y , p ) 的算子，则 T 在 x 0 点连续当且仅当对于 
任意收敛于 x 0 的序列 {〜}, 有 ^ lim ^ Tx n = Tar 0 吗？ 

是的.容易验证. n ~*°° 

问题 1.3.3 设 （ X ， d ) 和 （ Xp ) 是度量空间，则 r 在入上连续当且仅当 r 中 
每个开集的逆象在 X 中是开集吗？ 

是的.若 G 是/的开集，则不妨设 T ~\ G ) ^ 0. 

(1) 对任意: r 0 e : T - MG )， 有: Tx 0 e G ， 由于 G 是开集，故： Tx 0 是 G 的内点，因 
此，存在 U { Tx 0 } e ) cG . 

(2) 因为： T 是连续的，所以存在5>0,使得 x e U { x 0 ^) 时，有 : Tx G C /( Tx 0 ,£), 
因而 U(x 0 ,S) cT^ l (U(Tx 0r e)) C T - YG )， 故 x 0 是 JT - HG ) 的内点 • 

(3) 由: r 0 是 T ~ l { G ) 的任意点可知， r -⑽是开集 • 

反之，若对于 r 中的每个开集 G ， T ~\ G ) 都是 X 的开集，则对于任意 xoGX 
和任意 e > 0, 为 X 的开集，因此存在 U { x 0 J ) C T ~ l { U ( Tx 0 , e )), 

即对于任意 s 〉0,存在5 > 0,使得 d ( x , x 0 ) < 6时，有 p ( Tx , Txo ) < e y 所以 r 在 
x 0 点连续，因而: T 在 X 上连续. 
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问题 1.3.4 存在度量空间 { X , d ) y 使得从 X 到其他任意度量空间的算子都 
是连续的吗？ 

是的.设 X 是非空集合， d 为 X 上的平凡度量，则容易验证从 X 到其他任意 
度量空间的算子都是连续的.这是由于 d { x ni xo ) — 0时， 一 定存在 N ， 使得 n > N 
时，= xo . 故 n > iV 时， Tx n = Txo —> Tx 0 , 因此，了在 x 。 点 连续. 

问题 1.3.5 度量空间中点到子集的距离怎么定义？ 

设 M 是度量空间 { X , d ) 的子集 ， xo e X ,则 xo 到 M 的距离为 d { x ^ M ) = 

inf { rf ( xo , x )| X G M }. 

问题 1.3.6 设( X , d ) 为度量空间 ， F C X ,则 d { x , F ) = M { d { x } y )\ y e F } 
为 X 到 [0，+ oo ) 的连续算子吗？ 

是的.对于任意 x，z e X ，有 

d ( x ， F ) = inf { d ( x , y )| y e F } ^ inf { d ( x , z ) z )\ y € F } 

= d ( x ) z ) -h mi { d ( y , z )| y G F } = d ( x , z ) + d ( z ， F ), 

故 

d [ x ， F ) — d ( z ， F ) ( d ( x ^ z ). 

类似地，有 

d ( z , F ) — d ( x , F ) ^ d { z y x ), 

因此 

I d [ x , F ) — d ( z , F ) I < d ( x ) z ), 

所以，当: r n ― ► rr 0 时，由 I d ( x n , F ) - d ( xo , F ) | ^ d ( x ny xo ) 可知必有 d ( x n , F ) 
^ oJ ), 即 d [ x ， F ) 是连续函数. 

问题 1.3.7 设 （ X ， d ) 为度量空间， FCX ， 则 { x \ d { x , F ) < e } 一 定是开集吗? 
是的.由于 d [ x ， F ) 是连续函数，故容易知道 {rr | d { x i F )< e } 是 开集. 

问题 1.3.8 设 （ U ) 为度量空间， FCX ， 则 {x | d { x y F ) ^ e } 一定是闭集吗? 
是的.由于 d ( x , F ) 是连续函数，故 G {x I d ( x , F ) ^ £•}, 并且 Xn —> : r 0 时， 
有 d ( x 0 , F )= lim rf ( x n , F ) ^ s , 所以 ， {x | d ( x , F ) ^ e } 是闭集. 

n—^oc 

问题 1.3.9 设 ( X ， d ) 为度量空间， F C X , F 为 F 的闭包，则一定有 d ( x , F ) = 
d ( rr ， P ) 吗? 

是的.由 d (:是连续函数和下确界的定义容易验证. 

问题 1.3.10 设 （ X , d ) 为度量空间， F C X ， F 0 为 F 的内部，则一定有 

d ( x ， F ) = d ( a ;， F 0 ) 吗? 

不 一定. 例如，在度量空间 X = (- 00 , - hoc ), d ( x , y ) = |x — 上，取 F = [0, lj 

上的所有有理数和 (1,2] 的并集 ， xo = — 1，则 d ( x 0 ， F ) = 1，但 d ( x 0 , F °) =2. 
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问题 1.3.11 设 （ X , d ) 为度量空间，有界闭集 FcXjo ex ， 则一定存在某 
个 yo e 使得 d { x 0 , F ) = c /(： r 0 , 2 / 0 ) 吗？ 

不一定.设度量空间 X = [-1,0) ( J (0,1], 度量为 d ( x ， y ) = \x - 2 /|,取 A / = 
(0，1]，邡=-1，贝 ！ J M 是 X 的有界闭集，并且 d ( x 0 , M ) = inf 伽 + 1[| ye (0，1]}，但 
对于任意 : r G Af ， 都有 d ( xo , x ) i =- 1. 

问题 1.3.12 什么是 Urysohn 引理？ 

Urysohn 引理若 C : 和 C 2 是度量空间 X 的两个不相交的闭集，则一定存 
在连续泛函 / ： x -> [0,1], 使得 X e Ci 时，有 / Or ) = 0 ;z e C 2 时，有/ ㈤ =1.实 

际上，只■办 

问题 1.3.13 什么是 Tietze 延扩定理？ 

Tietze 延扩定理设 F 是度量空间 X 的闭子集 ， f : F — R 是连续泛函，则 

(1) 存在连续泛函 g X — R 使得在 F 上有 g = f . 

(2) 若对于任意 x e F 都有 \ f ( x )\ ^ M , 则存在连续泛函 g •• X — R 使得 
在 F 上有 g = f ' 对于任意 x e X 都有 \ g { x )\ ^ Af , 并且对于任意 x 车 F 都有 
|.g(x)| < M. 

Tietze 延扩定理的证明首先会用到下面的引理. 


引理设 F 是度量空间 X 的闭子集 ， f •• F — R 是连续泛函，并且对于任意 
xeF , 都有 \ f ( x )\ ^ M , 则存在连续泛函 g •• X — R ， 使得 

⑴对于任意 x 6 F ， 有 |/( x ) - g ( x )\ ^ 

(2) 对于任意 x G F , 都有 |^( x )| ^ ]- M \ 

O 

(3) 对于任意 x 《 F ， 都有 \ g ( x )\ < 

O 


引理的证明既然/在闭集 F 上是连续的，因此，集合4 


x e F 


/㈤< 


和 B 
相交的集合. 


G F 


f ( x ) > 是 X 的闭集，并且容易知道 A 和 B 是不 


分下面四种情形来定义泛函^ 

情形一若 A 和 B 都是空集，则令 ^ = 0. 
情形二若 A 和 B 都不是空集，则令 


M d ( x , A ) — d ( x ， B ) 
3 d ( x } A ) + d ( x ， B ) 
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情形三若4是空集，但 B 不是空集，则令 

M d ( x ， B ) 

g{x) = Y i ^by 

情形四若 z 不是空集，但 b 是空集，则令 


9 ^) = 


M d { x y A ) 

3 1 + rf(x, A ) 


综合上述，容易验证引理成立. 

Tietze 延扩定理的证明先证明 （2) 成立. 若 f : F — R 是连续泛函，并且 
对于任意 xeF 都有 \ f { x )\ ^ M . 对于 n = 0,1，2, ... ，下面用归纳方法定义 X 上 
的连续泛 函如， 并且满足 


sup 

xGF 


/(^) ~ 

k =0 




对于 n = 0,只需取分 o = 0,则 （*) 成立. 对于 n = 0,1，…， m ， 假如 go ， gu …， g m 
是 X 上满足 （*) 的连续泛函，令 


h m ( x ) = f ( x ) -^ g k { x ), 

k =0 


则 / i m 在 F 上连续，并且 |/^(. t )| ^ M 对任意 X e F 都成立.利用上面的 

引理，存在连续泛函 g m + u 满足 


\hjji (x) — .9m4-l(*^')l ^ 


3 


仏71+1(工）丨< 


3 V3 


|. 9 m+l ( 工 )| < o ( ^ 



x e F , 


m 


M , x e 
M , x ^ F . 


故 

( 9 \ rn-K 

I) m _ 

这样用归纳方法就可以定义 go , gi ， … ， g m ，1, • • •. 

每个泛函 g ( h g u g 2 、 … 都是连续的，并且级数 


sup 

xeF 


m+l 


/⑻ -E 9 k { x ) 


k =0 


9 = 〉: 9 k 

k =0 
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在 X 上是一致收敛的，从而 g 是 X 上的连续泛函.并且对任意都有 

k =0 k=l 

对于 : r _ F ， 用类似的计算容易得到 |^( x )| < M . 

/( x ) - y ^ g k ( x ) ^ M 中令 n — oo , 得 p (； r ) = /( x ) 对任 

/ c —*0 

意 a ; G F 都成立. 

要证明 （ 1) 成立，只需对于任意 F 上的连续泛函 /， 令 / 咖） = arctan x, 并且 
考虑复合^ ◦ /， 则 /I 。 /在 F 上连续并且有界.由 （ 2) 可知对于 A . 。/， 存在连续泛 
函 G 在 F 上和 ho f 是一样的，因此，泛函 g ( x ) = { h~ l o G ){ x ) = tan(G(a;)) 在 X 
上连续，并且在 F 上和 / 是一样的.所以 （ 1) 是成立的. 

问题 1.3.14 度量空间( X , (1) 上的实值函数/是连续的当且仅当对于任意 
eeR , { x | f { x ) 彡 e } 和 { x | f ( x ) > e } 都是（ X ， d ) 的闭集吗? 

是的.若度量空间 （ X , d ) 上的函数/是连续的，则明显地，对于任意 e G 凡 
{ a :| f { x ) < 和 { x | f ( x ) ^ e } 都是 ( X , d ) 的闭集 • 

如果对于任意 e e 足 { x | f { x ) < e } 和 { rc | /( x ) 彡 e } 都是 { X , d ) 的闭集，则对 
任意 ei,£2 E 容易知道 {: r | ei < f ( x ) < £ 2 } = X \({ x | f ( x )( £ i } U { x | f ( x ) ^ ^ 2 }) 
是开集. 

对于尺上的开集 G ， 有 G 的构成区间 ( a n ,/3 n ), 使得 G = U (« n ,/? n ), 因而 
f ~ l ( G ) 是开集，所以/是连续的， 

问题 1.3.15 设/，分为度量空间 （ X ， rf ) 到开的连续泛函，则 max {/,^}, min {/,^} 
都是 { X , d ) 的连续泛函吗？ 

是的.由于度量空间 { X , d ) 上的实值函数/是连续的当且仅当对于任意 e € /?, 
{x I f ( x ) < e } 和 {x I /(X) 彡 e } 都是 { X , d ) 的闭集，并且 {x I m 3 x { f ( x ), g ( x )} ^ 
^} = {^ I f ( x ) ^ I 9(^) ^ I mcix {/( x ),( 7 ( x )} ^ e } = {x \ f ( x ) ^ 

U{* x I fj { x ) ^ e )' 因此，容易知道 / 和分连 续时， max {/,^} 一 定是连续泛函.类 
似地，容易验证/和 g 连续时， min {/^} 一定是连续泛函. 

1.3.3 紧集的定义和性质 ' 

问题 1.3.16 若 F 是度量空间 ( X , d ) 的有界闭集，则 F 上的任意连续函数 
f 的上 （下） 界一定是有限的吗？ 

不一定.实际上， 在 R = (- oo ,+ oo ) 上，将度量定义为平凡度量 d ， 则 F = 
[0,+ 00 ) 包含在闭球 B (0, 1) = { x | ^(0, x ) < 1} = /?内，因此它是有界集，并且由平 


最后，在 sup 

x£F 
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凡度量空间的任意子集都是闭集容易知道它是闭集，令 f ( x ) = x 2 + 1，则/在 F 
的上界不是有限的. 

问题 1.3.17 设 F 是度量空间 [ X 、 d ) 的有界闭集，若 F 上的连续函数/的 
上 （下） 界是有限的，则/ 一定在 厂 上可以达到它的上 （下） 界吗？ 

不一 * 定.实际上， 在 R = (― oo, +oo) 上，对于平凡度量 d , F = [0 ? +oo) 是有界 

闭集，令/ ㈤ =^―,则/在 F 的下界是0,但不存在 rr 0 € F ， 使得 f{x 0 ) = 0. 

a：/ + 1 

问题 1.3.18 什么叫紧集？ 

设 (X, r) 为拓扑 空间， 的子集 F 称为紧集 （compact set )， 若 F 的每个幵覆 
盖 (open cover) 都有有限的子覆盖 (finite subcover), 即如果 G a {a G /I) 是 X 的一族 
(可列或不可列）开集，且 [j G Q DF , 则一定存在有限个开集 G ai , G tt 2 ，… , G Qn> 

aeA 

使得 C ) G ai 3 R 

Z=1 

容易知道，上面对于紧集的定义，在度量空间 （ X,d) 中，也是适用的. 

问题 1.3.19 什么叫列紧集？ 

设（又幻为拓扑空间， F 为 X 的子集，若 F 的任何序列都存在 X 中收敛 
的子序列，则称 F 为相对列 紧集； 若 F 还是闭的，则称 F 为列紧集 (sequentially 
compact set). 

同样的，上面对于列紧集的定义也适用于度量空间 ( X 、 d \ 

问题 1.3.20 在拓扑空间 {X,t) 中， X 的子集的列紧与紧是一致的吗？ 

在拓扑空间中， X 的列紧集不一定是紧的.反过来， X 的紧集不一定是 
列紧的.例如，考虑赋范空间 Zoo 的弱 * 拓扑，则 / oc 的闭单位球汉~是弱 * 紧的， 
但它不是弱*列紧的.定义 f n ^ = ioo , fn ( i ^ i )) = 这里 ( Xj ) G , 1 ，则不难验证 

|| /n|| = 1，故 {/n} 是弱 * 紧集妫〜的一个序列，但 {/n} 的任何子序列 { fn k } 都不 
可能是弱 * 收敛的.事实上，令 ：r = ( Xi ), Xi 满足 



(-1产+ 1 
2 

0 , 


i = nit , A : = 1，2,3,…， 
i ^ n / c , 对任意 / c 都成立. 


则 fn k ( X ) = 1 + (‘)=# ，因此， { fn k } 不是收敛的.所以，不是弱 * 列紧的.很 

多点集拓扑学的书中都有列紧与紧不一致的例子. 

问题 1.3.21 设 ( Xrf ) 是度量空间，则只有有限个点的子集一定是紧集吗？ 
是的. 若 F = { x u x 2 ,-.. , x n } 是有限个点的子集，则对于 F 的每个开覆盖 
{ U Q \ Cl e A }, 对每个 A e F ， 一定有某个 C / Qi ， 使得 A € f / ai ，故 { U ai \ i = 
1，2,…， n } 是有限的子覆盖，所以， F 是紧集， 
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问题 1.3.22 设 { X , d ) 是度量空间 ， G X , x 0 e X ，若 { x n } 收敛到 rr 0 , 则 
子集 { Xn } U {^ o } 一定是紧集吗？ 

是的.容易知道 { x n } U {^ o } 的任意序列都存在收敛到 X 0 的子序列，并且其极 
限点一定是 Xo , 因此，由 Xo 属于 { x n } U { x o } 可知 {^ n } U { x o } 是紧集. 

问题 1.3.23 设 ( X , d ) 是度量空间， a: n G X ，若 { x n } 的闭包是紧集，则序列 
{ x n } 一定是收敛序列吗？ 

不一定.如在实数集上定义 d ( x 、 y ) = |x - y |， 当 n 为偶数时， x n = 1 -f 

n 

当 n 为奇数时， x n = 2 + ^•，则 { x n } 的闭包是紧集，但序列 { x n } 不是收敛序列. 

n 

问题 1.3.24 设 ( X , d ) 是度量空间，则紧集 F —定是有界集吗？ 

是的.假设 F 是紧集，但它不是有界的，则对于固定的 x 0 eX 和任意 n e TV , 

开球 U ( xo . n ) 不能包含 F . 明显的有 FC 0 ^( x 0 , n ), 但不存在有限个开球可以 

n=l 

覆盖 F , 这与 F 是紧集矛盾，所以，紧集 F — 定是有界集. 

问题 1.3.25 设 ( X . d ) 是度量空间，则紧集 F —定是闭集吗？ 

是的.明显地，只需证明对于任意 x 属于 F 的补集 F ' r 是的内点，即 
F c 是开集. 

(1) 对于任意取定的 x G F e ， 对任意的 y G F , 容易验证存在开球 /7( x ， r y ) 和 
幵球 t /( y , r y ), 使得它们的交为空集 • 

(2) 由于开球 { U { y , r y )\ yeF}^F 的一个开覆盖，而 F 是紧集，故存在有限 
的子覆盖 { U ( yi , r yi ) | yt e F,i = 1,2, ••- , n }. 

(3) 令 r = min{rjJ < = 1，2, … ， n }， 则 r > 0,并且幵球 C /( a :， r ) 与 IJ U ( y “ r yi ) 

i=l 

不相交 • 因此，开球 U ( x ， r ) 与 F 不相交，从而，开球 U { x , r ) g F c ， 故 x 是的 
内点，因而，是开集，所以， F 是闭集. 

问题 1.3.26 设 ( X ， d ) 是度量空间，则紧集 F 的任意闭子集尺是紧的吗？ 
是的.若 {[/ a | a € yl } 是 W 的一个幵覆盖，则容易知道{叫 a e 是 

F 的一个开覆盖. 

(1) 由于 F 是紧集，故 { t / a | a € ^1} 1 J K c 一 定存在有限的 / •覆盖. 

(2) 假如有限的子覆盖为 { U ai \ i = 1,2,... ,7 i }, 则由 K G F 可知 K 存在有限 
的子覆盖 { U ai \ i = l ，2，."， n }. 

(3) 假如有限的子覆盖为{[^|《=1，2，...，71}」7^，则必有 = 1，2, …， n } 
为 K 的开 覆盖. 实际上,对于任意 z G A ' 有 : r € F ，由于 {[/ ai = 1，2,… ， n}U 八" 
覆盖因此， a : e 或者 x G U U ai . 由 X e / (可知 a ： 不会属于 K e ， 因此， 
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xe \J U Qi , 因而，{心| i = l ，2, …， n } —定是尺的开覆盖. 

合⑵和 （3) 可知 ， K 一 定有有限的子覆盖，所以， K 是紧集. 

问题 1.3.27 设 ( X , d ) 是度量空间，则任意一族紧集的交集是紧集吗？ 

是的.设 F n (a e A ) 是一族紧集，则容易知道 每个^ 都是闭集，因此，门仏 

0:^/1 

是闭集，故它是某个紧集 F rt 。 的闭子集、所以，门是 紧集. 

问题 1.3.28 设 ( X , d ) 是度量空间，则任意一族紧集的并集是紧集吗？ 

不一定.实际上，在实数集上，取= ln ， n + 1]，则对于任意正整数 n , F n 

都是的紧集，但它们的并集 0 F n = [ l , oc ) 不是紧集. 

n=l 

问题 1.3.29 设 { X , d ) 是度量空间，则任意有限个紧集的并集是紧集吗？ 

是的. 若 ， F n 都是紧集，则对于 G C 的任意一个开覆盖{[4| 

1=1 

.4}, 由于 { C / a | aeA } 也是每个6的开覆盖，因此， 一 定存在有限的子覆盖，这 n 
个有限的开覆盖的并集也是只有有限个，并且一定覆盖 G 仄，所以 ， G K 是紧集. 

i=l i=l 

问题 1.3.30 度量空间的有界闭集一定是紧的吗？ 

不一定，如在久={1，2,3,…， n ,-_.} 中，定义平凡度量贝 lj F = 
{2,4,6， u .，2 Av ，} 为 X 的有界集，且是闭的，但 F 不是紧集. 

问题 1.3.31 设 i ? 是实数集， d ( x ， y ) = |x - y \, 在度量空间/?中， Cantor 集 
C 是紧集吗？ 

是的.实际上，设烏=[0, 1], 并且对于 n 彡1，有 

. /1 H - 3 A : 2 + 3 k \ 

则 c = n An 是 Cantor H . 容易看出 A 都是闭集，因此， Cantor 集 C 也是闭集， 

n^O 

故由 C 是紧集 [0,1] 的闭子集可知 Cantor 集 C 是紧集. 

问题 1.3.32 什么是度量空间的完全有界集 (totally bounded set )? 

设 M 是度量空间 [ X 、 d ) 的子集，若对于任意 e >0， M 都存在有限个半径等 
于 e 的开球构成的开覆盖 M ， 则称 M 是完全有界集. 

问题 1.3.33 度量空间的完全有界集一定是有界集吗？ 

是的.实际上 ，若 Af 是完全有界集，则 A / 存在有限个半径为1的开球构成的开 

覆盖{^7(而， 1) 卜 • = 1，2,…， n }， 即 IJ (/( a ，1) 2 A /, 故对于任意 ； r € M , 必存在某 

2 = 1 

个 io , 使得 rr € U ( x iol 1), 因此， d ( xi , x ) 彡 d ( xi , x io ) -h d ( x lQ , x ) ^ max { d ( x ,：, Xj )| i ^ 
j } H -1. 记尸 = msx { d ( xi , Xj )\ i / j } + 1，贝 1 J M C U { xi , r ). 所以 ， M —定是有界集. 
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问题 1.3.34 度量空间的有界集一定是完全有界集吗？ 

不一定.设 X 为所有的自然数, d 为 X 上的平凡度量，则 X 本身就是有界集， 

但对于 e = ^半径为 e 的开球只包含球心一个点，故 X 没有有限个半径等于 e 的 

开球构成的开覆盖，所以， X 不是完全有界集. 

问题 1.3.35 度量空间的紧集一定是完全有界集吗？ 

是的.只需按定义验证. 

问题 1.3.36 度量空间的完全有界集一定是紧集吗？ 

不一定 . 例如，实数集开在度量 d(x ， y) = \x-y\ 构成的度量空间（尺岣中，子 
集 M = (0,1) 是完全有界集，但它不是紧集 . 

问题 1.3.37 若度量空间 { X , d ) 是列紧的，则( X , d ) 一定是完备的吗？ 

是的.若是 { X , d ) 中的 Cauchy 列，由于 X 是列紧的，故存在收敛子列 
工 n fc — 吻，故容易验证: Tn — 吻，所以，( X , d ) 是完备的. 

问题 1.3.38 若度量空间 { X , d ) 是完备的，则 ( X , d ) 一定是列紧的吗？ 

不一定.如 c 0 在度量 d{x,y)= sup \xi~yi\ 下是完备的，但 c 0 不是列紧的, 

l ^ i<oo 

实际上4 = (0,…，0,1，0,… ） 没有任何收敛子序列. 

问题 1.3.39 若度量空间 { X , d ) 是列紧的，则 ( X , d ) 是完全有界的吗？ 

是的.对于任意 e > 0,取 : n e X ,若开球 C / On , 幻2 X ,则 X 是完全有界 
的；若 U ( x \, e ) 2 X 不成立，贝！ J 一定存在 X2 € X \ U ( xi , e ), ^ U ( xi , s )\ jU { x2 1 e ) 2 
X ，则 X 是完全有 界的； 若 U ( x w e )[ jU ( x 2 , e ) 2 X 不成立，则一定存在： r 3 G 
X \([/( x 1? £) U ^( x 2^)). 利用这个方法，可以找到有限个开球覆盖 X ，或者找到一 
个无穷序列 { x n }, 满足 d { x m , x n )^ e . 容易知道 { x n } 没有任何收敛子序列，但这 
与 X 是列紧的矛盾，因此，对于任意6 > 0,都能找到有限个开球覆盖 X ，所以 ，X 
一定是完全有界的. 

问题 1.3.40 度量空间的完全有界集一定是列紧集吗？ 

不一定.例如，实数集丑在度量 d 0 r ， y ) = | x -2/| 构成的度量空间 ( R 、 d ) 中，子 
集 M = [0,1] 中的所有有理数是完全有界集，但它不是列紧集. 

问题 1.3.41 度量空间( X , d ) 的子集 M 是列紧的充要条件为 M 是紧的吗? 

是的.若 Af 是紧集 ，: e M ， 分为两种情形来考虑： 

(1) 若存在一个点 : To G M , 以为球心的开球都一定包含 { x n } 的无穷多个 
点，则对于半径 r n = 1/ n ， 由于开球 U(x 0 y r n ) 都一定包含无穷多个 x n ， 故可以找 
到 M < n 2 < …< rijfc <…，使得： r n；c G f /( xo , r nfc ). 因此，容易知道 o ： nfc 收敛到 
2：。，故 M 是列紧集. 

(2) 假如任意 x e M ， 以 x 为球心的开球都一定有一个开球 E 4 只包含 { x n } 
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的有限多个点，则容易知道 A / g U 即 {W | X G M } 是 M 的一个开覆盖，但 

x£M 

不可能在该开覆盖中找出有限个来覆盖 M ， 因为这样的话，每个开球只包含 { x n } 
中的有限个点，有限个开球一起也只包含 { x n } 中的有限个点，但这与 Xn e M 矛 
盾，所以，这种情形是不可能的. 

反过来，若 M 是列紧集，则 ( X : d ) 是完备的和完全有界的.假如 X 不是紧的， 
则存在一个开覆盖丨仏| a G yl }， 但它没有有限的子覆盖.对于^ = _，由于 X 是 
完全有界的，故存在 X 的有限子集使得 U U { x ,£ X ) D X . 由于仏是有限 

的，故至少存在一个开球 Uix ^ e ^ 它不能被有限个覆盖，否则的话， X 就能被 
有限个 W 覆盖了. 

类似地.由于开球 U { x u ei ) 是完全有界的，故存在 X 的有限子集五 2 ,使得 
U U ( x 1 e 2 ) 3 U ( x \,£ i ). 由于 E 2 是有限的，故至少存在一个开球 U ( x 2 ,£ 2 ) y 它不 

x £ E 2 

能被有限个覆盖. 

这样不断继续下去，就可以找到序列 { x n }, 满足 x n+1 G [/(〜,&) ，且 U ( x n , s Tl ) 
不能被有限个 [/« 覆盖. 

对于任意 m > n ， 有 

c/(x n ， x m ) ^ d^Xfi , x n ^.i ) + ••• + , x m ) 

oo oo 

^ y ^ d ( xz , x z + i ) ^ 

t=n i—n 

Y ， l l 

—乙 — 2 n_1 • 

i—n 

故 d ( x ni x m ) —► 0, 因此， {： r u } 是 Cauchy 列，由 ( X , d ) 是完备的可知存在使得 
lim x n = xo - 

" 既然 {W I a e yl } 是久的开覆盖，因此，存在某个勿 e yl , 使得 x 0 e .由 
于是开集，故存在某个 r > 0,使得开球 U ( x 0) r ) CU Qo , 

由于 lim : r „ = ; ro ， 故存在某个足够大的整数 n 0 , 使得 d ( x no , x 0 ) < ^，并 

n—^oo Z 

且 friQ < ^，故 U ( x nQ , S no ) c U ( x 0) r ) c U ao . 因而开球 U ( x no ,£ no ) 被幵覆盖 

{ i 7 a |a e A ) 中的一个开集 t / a () 覆盖，但这与: r n 。 选取时，每个 U { x ni e n ) 都不能被 
有限个％覆盖矛盾.所以 ，X —定是紧集. 

问题 1.3.42 设 ( Xd ) 是度量空间，则下列结论等价吗？ 

(1) X 是列 紧的； 

(2) ( X ' d ) 一定是完备的度量空间和 X 是完全有 界的； 
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(3) X 是紧的. 

是的.从前面三个问题的证明容易知道结论成立. 

问题 1.3.43 设 （ x , d ) 和 ( y , p ) 为度量空间， f 为久的紧集， 了为 x 到 y 
的连续算子，则 r ( F ) 是 r 的紧集吗？ 

是的.设 { yn } 为 T(F) 的任意序列，则有 {x n } C F , 使得 y n = Tx n . 由于 i 7 
是紧的，故存在 { x nfc }, 使得 lim x nfc = xo , 且仰€ i 7 . 因为 r 在: r G 点连续，所以 

k — KX ) 

Um y nh = Um Tx nk =y Q e T ( F )， 故 T(F) 为紧集. 

k—*oo k ― MX 3 

问题 1.3.44 设 （ X , d ) 和 [Y,p) 为度量空间， T 为 X 到 F 的连续算子，若 F 
为 y 的紧集 ， 则 T~\F) 是 X 的紧集吗？ 

不 一 定 . in X = Y = (-oo, +oo) ， d(x ， y) = p(x } y) = |x - y\, 若丁 x = sinx, j5!j 
: T 是 （ X ， d) 到 (F,p) 的连续算子，并且 F = [-1 ， 1] 是 Y 中的紧集，但 : t-Yf) = X 
不是紧集 . 

问题 1.3.45 设 （ X , d ) 和 (Y， P ) 为度量空间，若久为紧集，了为 X 到 F 的 
连续算子，并且了是满射，则 A 是 F 的闭集当且仅当 T -^ A ) 是 X 的闭集吗？ 

是的 . 若义是 y 的闭集， : r n € T^{A),x n ^x 0i 则由： T 连续可知 rx n — Tx 0 , 
由 = 了〜 e 戌 y n — Tx 0 和 4 是闭集可知 rx 0 G 故 x 0 e T~ l (A), 所以， 
r - 是久的闭集 . 

反过来，若 r - i ( A ) 是 X 的闭集， 2 M eA ， y n — y 0 l 则存在 x n e r - 1 ㈤ ，使得 
Vn = Tx n) 故由久是紧集可知存在 x n , 4 z 0 . 由于 r 是连续的，故 y nfc = Tx Uk 
Tx 0 , 因此 2/ 0 = Tx 0 . 由〜 € : T - 1 ⑷和 T - 1 ⑷是 X 的闭集可知 x 0 e T - 1 ㈤ , 
因此 ， yo €人所以 ， 4是闭集. 

问题 1.3.46 设 （ x ， d ) 和 ( y , p ) 为度量空间，若 x 为紧集， r 为久到： k 的 
连续算子，并且 r 是单射和满射.则 T - 1 一定是连续算子吗？ 

是的.反证法，若 — > 2 / 0 ，但是 x n = T_ l y n 不收敛到 ： To = r _1 2 / G ， 则一 
定存在某个 e 0 〉0和 { x n J , 使得 d ( x nfc ， x 0 ) > 印.由于 X 是紧集，故 {〜,} 存 
在收敛子序列 { x nki } 收敛到某个竓 G X . 故由： T 连续可知 Tx nki •因 

此，由 y n = Tx n —► yo 可得 2/0 = Txq , 因此 yo = 了抑= ^ Xq . 由于 r 是单 
射，故 x G = 但这样的话 d ( x nk ) x 0 ) ^ 就与 } 收敛到: tq 矛盾.所以, 

x n = t - 1 y n — r - bo , 即 r 一定是连续算子. . 

问题 1.3.47 设 （ X ， d ) 和 {Y,p) 为度量空间，: T 为 X 到7的连续算子，并且 
t 是单射和满射，则 r - 1 一定是连续算子吗？ 

X 不一定是紧集时，： T - 1 不一定是连续算子.例如 ，X = [0/2 n ). d ( x , y ) = |x - 
y |， y " 为 i ? 2 中的闭单位球面，则 i ? 2 在欧几里得度量 p ( x , y ) = {\ xi - yi \ 2 - h \ x 2 - y2 \ 2 )^ 
下是度量空间， 定义 T:X — Y 为 Tx = (cos x , sin x ), 则容易验证: T 是连续算子，并 
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且 r 是单射和满射，但 r - 1 不是连 续的. 实际上，令: r 2n = -,x 2n+1 = 271 fi-^y 

n \ 2n) 

则 〜 e [0,2 jt ). 容易知道 2 M = 了；是 r 中收敛到 （1,0) 的序列，但 x n = : T - bn 在 

x 中不是收敛序列，所以， r - 1 不是连续算子 • 

问题 1.3.48 若 （ X ， d ) 为度量空间， F 为 X 的紧集，/为久到实数集的 
连续函数，则/ 一定是在 F 上有界的函数，并且在 F 上达到上、下确界吗？ 

是的.由上面的结论可知， /(F) 为实数集的紧集，因此 /(F) 有界，故存在 
r > 0,使得对任意 X ，有 \ f { x )\ ^ r . 对于 M = sup {/( x ) \ xeF} y 由上确界的定义, 
存在： r n e F ， 使得 ^/( xn ) = M . 由于 F 为紧集，因而存在收敛子列 {： Cn fc } 收 
敛到某个 XQ G F ， 从而 f ( x 0 ) = Yim f ( x nk ) = M ， 所以， f ( x ) 在 F 的 xo 点达到它 

的上确界.类似可以证明 /( x ) 的某个点达到它的下确界. 

问题 1.3.49 设( X , d ) 为度量空间，若 X 上的每个实值连续函数都是有界 
的，则 X 是否一定是紧的呢？ 

Hewitt 在 1948 年肯定地回答了上述问题，他证明了 X 是紧的当且仅当 X 上 
的每个实值连续函数都是有界的. 参见： Hewitt E. Rings of real-valued continuous 
functions. I. Trans. Amer. Math. Soc. , 1948, 64: 45-99. 

问题 1.3.50 什么样的度量空间称为连通的？ 

若度量空间 ( X , rf ) 中既是开集又是闭集的集合只有 X 本身和空集，则称度量 
空间 ( X , d ) 为连通的.若 M 是空间 ( X , d ) 的子集，并且子空间 ( M , rf ) 是连通的, 
则称 M 是连通的. 

问题 1.3.51 度量空间 ( X , d ) 不是连通的当且仅当 X 可以写成两个不相交 
的非空开集的并吗？ 

是的.若度量空间 ( X , d ) 不是连通的，则存在 X 的子集 A ^ X,A 既是幵集, 
又是闭集.令 B ，则 B 是非空开集，并且 X = 故义 可以写成两个不 

相交的非空开集的并. 

反过来， = 和万是不相交的非空开集，则 A = ，故4既是开 

集，又是闭集，并且4 / X . 所以， ( X ， d ) 不是连通的. 

问题 1.3.52 设 （ X , cZ ) 和 ( Y , p ) 是度量空间，： T 是 X 到 F 的连续算子，若 
( X , d ) 是连通的，则—定是连通的吗？ 

是的. 令 M = T ( X ), 则了是 X 到 M 的连续算子，假如 M 不是连通的，则 
M 可以写成两个不相交非空开集4和 B 的并，故 X = T ~ l { A )\ JT - l { B ), 由: T 是 
连续的可知了-和 T ~\ B ) 是不相交的非空开集，但这与 ( X , d ) 是连通的矛盾, 
所以， T ( X ) 一 定是连通的. 

问题 1.3.53 度量空间的介值定理是什么呢？ 
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度量空间的介值定理 (Intermediate Value Theorem ) 是指：设 ( X , d ) 是连通的 
度量空间， f : X — R 是连续泛函，若 x 0 ， y 0 G X 满足 f ( x 0 ) < L < /( 洲)，则一定存 
在卽，使得 f ( zo ) = L . 

实际上，假如 xo.yo € X 满足 f(x 0 ) < L < f(yo), 但不存在句，使得 f { z 0 ) = L , 
则易知 X = L)) (J / - 1 (( i , + 00 )). 既然 / 是连续的，因此， /-^(- oo ,!)) 

和 / _1 (( L ,+ oc )) 都是开集，并且 xo € / -1 ((- oo , L )) 和 yo G / -1 (( L ,+ 00 ))， 故久 
可以写成两个不相交非空幵集的并，但这与 X 是连通的矛盾，所以， 一 定存在％ 
使得 /(z 0 ) = L. 

问题 1.3.54 度量空间 ( X , d ) 不是连通的，则(X, d ) 上的介值定理成立吗？ 

不一定 • 例如 ，X = [0, l ] U [2 ? 3], rf ( x , y ) = | x - y |， 贝 lj ( X , d ) 不是连通的，对于 
X 上的连续泛函 f .. X — R , f ( x ) = x 2 } 明显地，/(0) = 0, /(2) = 4,但对于 L = 3, 
有/(0) < L < /(2)，但不存在％ e X ,满足 /(2 0 ) = zl = 3. 因此， ( X , d ) 上的介值 
定理不成立. 

例如 ，X = [0,2 ji ] 6 jr ], d ( x ^) = \ x - y \ } j 0 lj ( X , d ) 不是连通的，对于 X 上 

的连续泛函 f ： X ^ R ， f ( x ) = sinx , 则不难验证( X , d ) 上的介值定理成立. 

问题 1.3.55 若 F 是度量空间 { X , d ) 的紧集，则对于任意: co G X，一定存在 
yo d 使得 d ( x 0 l F ) = d(xo，yo) 吗? 

是的 • 由于 d(x 0l F) = mi{d(x 0 ,y) \ y e F], 故有 y n € F ， 使得 d{xo,y n ) —► 
d ( a ： 0 , F ). 由 F 是紧集可知存在 e 使得 y nfc 一 y 0 d 所以， d{x 0 .F) = 

d { xQ , yo ). 

问题 1.3.56 若 F 是度量空间 ( X , d ) 的有界闭集，则对于任意 xo 6 X, 一定 
存在2/0 e 使得 d ( x 0 , F ) = d(x 0 ，y 0 ) 吗? 

不一定 • 例如， X = [0,3]U(4,5],d(x j2 /) = \x-y\, PJ (X,d) 是度量空间,并且 
厂= (4,5] 是 X 的闭集，对于 吻 = 2 € 久， 有 d(x 0 ,F) = 2, 但不存在 y 0 e F ， 使得 
d(x 0 ,yo) = 2. 

问题 1.3.57 空间中的子集 F 是紧的当且仅当 F 是有界闭集吗？ 

是的.这是 Heine-Borel 定理. 

当 F 是紧集时，明显地， F 是有界闭集. 

反过来，若 F 是 /? n 的有界闭集，则存在 M > 0,使得对于任意有 d ( t 0) = 

/ n \ 1/2 / n 入 1/2 

(| xi| 2 J < M . 故对于 F 中的任意序列 { x *}, 有 d (0 y Xk )= ( ^ 

M ， 因而对于每个固定的 i ， 有|^ } | ^ M 对任意 A : 成立，由 { x \ k) } C /?及 
{ x \ k ) } 为有界数列可知，它一定有收敛子序列.对于 i = 1， { x [ k ) } 在 i ? 中一 




1.3 连续算子 
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定有收敛的子序列同样，对于 i = 2, 在 i ? 中一定有收敛的子 

序列，不妨仍记为 { x ^ } }, 依照同样的方法，可以找到 n 个子序列，即 { x ^}, 

{ x ^ } } ，…，{^- } }都收敛.由 W 中度量的定义容易知道 { x k } 的子序列 { x krn } 
一定收敛，所以， F 是紧集. 

问题 1.3.58 在 〖 oo 中，设 A / = {{ xi )\ 只有有限个而不为0}，则 M 是不是 
紧集？ 

不是.实际上取= (0,0,-.. ，0，1，0，.")，即〜只有第 n 个坐标为1，其他 
的坐标都为0,则对于任意不同的 m 和 n , 有 dix ^ xn ) = h 因此， { x n } 不可能有 
子序列收敛，所以， M 不是紧集. 

问题 1.3.59 co ,/ i ,/ oo 中的有界闭集一定是紧集吗？ 

不一定.令 M = {( A )| |: r,K 1}，贝 lj M 是 co (或 h 或 Zoo ) 的有界闭集，但 M 
不是紧集. 

问题 1.3.60 在 Zoo 中，设⑷是非负实数， lim 叫= 0, A / = {( a ； i )| | xj | ^ ai 
对于任意 f 都成立 } ，则 M 是不是紧集？ ^°° 

是的.先证明 M 是闭集，对于任意不属于 M 的 a : = ( xi ), 由于彡 a ; 
不成立，故有某个 AT ， 使得 | x N | > a N ， 因此不难验证 M 的补集包含开球 

uU ^因此，是开集，因而 M —定是闭集.由于匕是完备的，故 

下面只需证明 M 是完全有界的. 

对于任意£： > 0,由 Urn ai = 0可知，存在 A /\ 使得 i 〉 iV 时，有叫< e •令 a = 
max { a ^ | 1 < z ^ N } } 取正整数 m 满足 me > a •设= { r〆 丨 r 〗 为 — m 到 m 之间的 
整数 } ，则 Zoo 中满足当1彡 i 彡 7 V 时，有 : Ti G t 4; 当 f > 7 V 时，有〜= 0的点只有有 

限个，记为//，则对于任意 xeM ， 存在^ = …彳 # li 0,0 ,G 

H , 使得 d { x , x E ) 彡 & 故 // 构成 M 的一个有限的 e 网，因此， A / 是完全有界的. 

综合上述， A / 作为度量空间是完备的，并且 M 是完全有界的，所以， M 是紧集. 

I. 3.4 紧集与不动点 

问题 1.3.61 什么是不动点？ 

设( X , d) 为度量空间 ， F C 久，了为 F 到 F 的映射，若: r G G F ， 使得： Tx Q = x 0 , 
则称 xq 为 T 的不动点 （fixed point ). 

问题1_3.62 什么是线性空间的凸集？ 

设 X 为线性空间 ， F C X ,则 F 是凸集指的是对于任意的 x,y € F , 及任意 
A G (0,1)，有 Ax -H (1 — X)y G F . 

问题 1.3.63 F 是凸集的充要条件为对于任意的 x ， yeF ， 有 F 吗？ 
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不是.若 F 是凸集，则容易知道对于任意的: r，'y eF ， 有^ gF . 反过来， 
对于任意的 x，y G F ， 有 e F ， 则 F 不一定是凸集.例如，设 F 为实数集 

£d 

R 的区间 10， lj 的所有有理数，则若对于任意的：€ F ， 有^ G F , 因为对于 

0,1 e A = — 1 € (0,1)，有 A 0 + (1 — A )1 = 2 - \/5是无理数，它不属于 F ， 所 

以， F 不是凸集. 

问题 1.3.64 什么是 Brouwer 不动点定理？ 

Brouwer 不动点定理 设为欧几里得空间， F 为 /? n 的非空紧凸集，若 
T 为 F 到 F 的连续映射，则存在仰€ F ， 使得 rxo = x 0 . 

问题 1.3.65 设 R n 为欧几里得空间， F 为的紧集，若 r 为 F 到 F 的连 
续映射，则一定存在: r 0 € 使得: To : 0 = x 0 吗？ 

不一定.在 i ? 2 中，设 F = {{ x u x 2 )\ 1彡 4 + 4 彡4}，则 F 是 R 2 的紧集，但 
不是凸集，对于映射 T{x u x 2 ) = (- xi ,- x 2 ), 明显地， r 是连续映射，但 T 在 F 中 
没有不动点. 

问题 1.3.66 设 7? n 为欧几里得空间， F 为 R n 的凸集，若： T 为 F 到 F 的连 
续映射，则一定存在吻 e F ， 使得： T : r 0 = x 0 吗？ 

不一定.在只 2 中，设 F = { Or 1 ， x 2 )| a 彡 0， z 2 彡0}，则 F 是 i ? 2 的凸集，但 
不是紧集，对于映射 T ( x !, x 2 ) = (l + x l 7 l + x 2 ), 明显地 . 了是连续映射，但: T 在 F 
中没有不动点. 


1.4 完备性与不动点定理 

问题 1.4.1 什么是度量空间的 Caudiy 列？ 

设 ( X , d ) 是度量空间， r T J 为 X 的序列，若对任意 e > 0,存在正整数/ V ,使 
得 m , n > JV 时，有 d{x m ,x n ) < e, 则称 { x n } 为 Cauchy 列. 

问题 1.4.2 若 {x n } 为度量空间 {X,d) 的收敛列 ，则 { x n } 一定是 Cauchy 列 
吗？反过来呢？ 

度量空间 ( X , d ) 的收敛列 { x n } 一定是 Cauchy 列.反过来不一定成立.设 Q 
为全体有理数， d ( x , 2 /) = | a : — y |， 贝 lj ( Q , d ) 为度量空间，且 { <1 + 1) } 是 Cauchy 

列，但+ 在度量空间 （ Q ， d) 中不是收敛列 • 

问题 1.4.3 度量空间的 Cauchy 列 {x n } 是收敛列的充要条件为 { x 7l } 
存在收敛子列吗？ 
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是的.明显地.只需证明若 Cauchy 列 { x n } 存在收敛子列 lim = xo , 则 

k—*oo 

lim x n = X 0 . 实际上，若 lim : r nfc = x 0y 则由 d ( x n , xo ) 彡 + d ( x nfc ， rc 0 ) 可 

n — >oo k — >oo 

知 lim x n = xo - 

1.4.4 存在非空集合 X ， X 上可以定义两个不同的度量 d 和 p 、 满足 
d { x ny xo ) 0当且仅当 p { x n , xo ) — 0,但( X , p ) 中有 Cauchy 列 { x n } ，在 ( X ， d ) 中， 
{ x n } 不是 Cauchy 列吗？ 

是的. 在 X = (— oo , + oo ) 上，定义度量 d ( x ， y ) = |x — y | 和 p { x y y ) 二 I arctan x — 
arct , any |, 则容易验证它们是 X 上两个不同的度量，并且 ^(3； n ) x 0 ) 0当且仅当 

JT 

p ( x n , xo ) — 0. 令 x n = n , 贝由于 d ( x m ) x n ) = | arctan m — arctan n | ^ arctan m —— 

+ arctan ^ ~ ^ —► 0, 因此， {〜} 是 ( X , p ) 中的 Cauchy 列，但容易验证， {'} 不 
是 ( X , d ) 中的 Cauchy 列. 

问题 1.4.5 若 { a : n } 为度量空间的 Cauchy 序列，则 { x n } 是有界的吗？ 

是的.设 { x n } 为度量空间的 Cauchy 序列，则对于5 = 1， 存在 N 、使得 
771 , n > iV 时，有 d ( xmyX n ) <1. 令 r = max { 1 4- d ( xyv - fi , | i ^ TV }, 则对任意的 
n , 有 d ( xisi + i , x n ) < r , 所以 { x n } 是有界的. 

问题 1.4.6 若 { x n } 为度量空间 { X , d ) 的序列，则 {〜} 是 Cauchy 列当且仅 
当 x n ^.\ — x n 收敛到0吗？ 

不一定. 若 d 为 X 上的平凡度量，则容易验证是 Cauchy 列当且仅当 
X n + 1 - X n 收敛到 0. 但对于一般的度量，结论就不一定成立.如在实数集 H 上定 
义 d ( x , y ) = \x - y |, 则对于序列: r n =斤，有 { x n+ i - x n } 收敛到0,但 {: r n } 不是 
Cauchy 列. 

1.4.1 完备的定义 

问题 1.4.7 什么是完备的度量空间？ 

若度量空间( X , d ) 的每一个 Cauchy 列都收敛于 X 中的点，则称( X , d ) 为完 
备的度量空间 （complete metric space ). 

问题 1.4.8 度量空间一定是完备的吗？ 

不一定.明显地，对于所有的有理数 Q , 定义 dk W = |:r - 贝 U ( Q y d ) 不是 
完备的度量空间. 

问题 1.4.9 有理数 Q 上可以定义度量 p , 使得 （ Q ， p ) 是完备的度量空间吗？ 
容易知道， 若 P i 为 Q 上的平凡度量，则 ( Q , pi ) 是完备的度量空间.另外，若 
定义 Q 上的度量 P2 为 p2 ( 工， y ) = max{|xi - 2 / 1 1 , \ x 2 - wl }， 这里 Xi , x 2 , y \ 和 y 2 都 

是整数 ，, y = — ,并且: ri 与: r 2 互素， yi 与 2 / 2 互素，则 （ Q ， p 2) 也是完备的 

X 2 V 2 
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度量空间. 


问题 1.4.10 对于没有定义度量的集合 X ，可以考虑完备吗？ 

不可以.在没有定义度量的集合 X 上完备是没有意义的.对于同一个集合 X ， 
在不同的度量下，其完备性是不同的. 


设 X = [1,- foo ), d ( x , J /) = 



则容易验证 d ( x , y ) = 


x~y 卽， d) 


的度量，取： r n G X ， ： r n = n € [ l ，+ oo )， 贝 !J { x n } 为 X 的 Cauchy 歹 lj ， 但 { x n } 
没有极限点，因此 { x n } 不是收敛列，所以 X 不是完备的.但明显地， X 在度量 
p { x , y ) = — y | 下， ( X } p ) 是完备的度量空间. 

问题 1.4.11 设 ( X , d ) 是度量空间，若 X 是有限个点的集合，则入一定是完 
备的吗？ 


是的.若 X 是有限个点的集合，则 d = min { d ( x , y )\ x，y € X， re # > 0,对 

于 X 中的 Cauchy 列 { x n }, 一定存在 N , 使得 m，n 〉 TV 时，有 d ( x ni , x n ) < _，故 

^rn = 对任意 m , n > N 都成立，因此，对于任意 n > N 、 都有：= x / v + i , 因而 
{ x n } 是收敛列，极限点是 x 料 u 所以， X 是完备的度量空间. 

问题 1.4.12 1沈 是完备的度量空间吗？ 

是的.设为 Zoo 的 Cauchy 列，则对于任意 e > 0,存在 iV ， 使得 n > N 
时，有 d ( x n ^ py x n ) = sup x \ n+p) - x [ n) < e . 故对每个固定的 有 


工 jn+p) _ 工 jn) < ^ [n > N,p > l). 


因此 { o ^ n ) } 是 Cauchy 列.因而存在而，使得 lim a :| n) = x ,， 令 a : = (: r t ) ，则 

n—oc 


Xi — X 


(TV + l) 




故 


|^ i | G + :^十” 


由于 x N ^i = ^- i，v + 1) ^ e loo, 故存在常数 MiV+l 使得 sup +1 | ^ Mn +\ < +oo. 
又由 x \ n+p) - x [ n) < £ '可知 Xi - x | n) ^ e 对任意 i 及 n > N 成立.故 


d ( x ， x n ) = sup 


Xi — X 


(n) 




所以， — X ， 即 Zqo 是完备的度量空间. 

问题 1.4.13 c 0 空间是完备的吗？ 
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是的.所有实数收敛到0的数列全体 co , 在度量 d ( x , y ) = sup \xi - yi \ 下是 一 
个完备的度量空间. 

实际上，由于 Co 和 Zoo 的度量一样，并且 Co G Zoo , 因此只需证明 Co 是 〖 oo 的闭 
集. 对于 c 0 闭包中的任意 a : = ( Xi ), 一定存在 rr 7l = e c ° 5 使得~ 

故对于任意的5 > 0, 存在 N , 使得 n 〉 7 V 时，有 


x 


(n) 




彡 d ( x n ) x ) < 


€ 


对所有 i 都成立. 

由于 故； r；v 的坐标构成的数列 <[ 2^1是收敛到0的，因此， 存在 JV U 

使得 i M 时，有 Xl (A0 < f 故对于 i > max {7 V , M } 时，有 

O 


|a ： i| ^ Xi - x[ N) + x[ N) < e } 

因此，数列收敛到0,因而， x e co , 所以 CQ 是完备的. 

I 工 i — 2/il 

间吗？ 

是的.若彳是 Z p 的任意 Cauchy 歹！ J, 则对于任意 e > 0, 存在 TV, 使得对于 
任意 m'n > N, 都有 


问题 1.4.14 L(l ^ p < oo ) 在度量 d ( x 、 y ) 


(E 

\ i= 1 


\ VP 

I 下是完备空 


d { x m , x n ) = 




< e, 


故对于每个都有 

x (m) _ x (n) ^ d { x m , x n ) < e . 

因此，对于每个 i , 数列 { x [ n) } 都是 Cauchy 列，由实数是完备的可知数列 {^ n) } 
是收敛列，记 A = jim x [ n \ x = ( a ； i ). 

下面只需证明; r e Z p ， 并且 d { x n , x ) — 0 .当 m,n > iV 时，对 A : = 1,2, • • •, 都有 






<e p . 


令 m 趋于 无穷， 则对于 n > /V 和 fc = 1，2, . • •，都有 


E 



< e p . 




♦ k 趋于无穷，则对于 n > TV , 都有 



故 x n — x e 心.由: c n e 不难验证 x = x n — ( x n - x ) e l p , 并且 d ( x n , x ) - > 0, 医 
而 { ovj 是中的收敛列，所以 J p 是完备的度量空间. 

问题 1.4.15 设 s 为全体实数列，对于任意 x = {xi),y = {yt) G 5, d(x ， y) = 




Xi - yi \ 


Vi \) 


则 M 是完备的吗？ 


是的.若〜 € s 是 Cauchy 列，则 d ( x m ，: c n ) — 0, 故对每 一 个固定的? : o , 有 


4 m) - A ) 



^ d ( x rn ， 



因此 

(m) (n) 〆 2o^(^rm *^n) 

Xi ° Xi ° 、 1-^) W (： r m ，： r n )’ 

因而，数列{^}是实数集尺中的 Cauchy 歹 lj, 故它是收敛列，因此存在收敛点 

^)，使得 n lnn 令邱=则 {〜} 按坐标收敛于工 o . 

由于 M 按坐标收敛时,一定是依度量 d 收敛的，故: r n 依度量收敛到: ro , 所 
以， ( s ， d ) 是完备度量空间. 

问题 1.4.16 设 X 二 {(xj)| 只有有限个 : r,i 不为 0 } 在度量 d ( x , y ) = sup \ x i — y l \ 
下是完备空间吗？ 

不是.设〜 … ，丄， 0,…，0丫则 x n G X ，并且 d { x m , x n ) < 

— ^,,因此， { x n } 是 X 的 Cauchy 列，但明显地， {〜} 在 X 中没有极限 
mm{m, n} 

点，因此， { x n } 不是收敛列，所以， X 不是完备的度量空间. 

问题 1.4.17 C[0,1] 在度量 d(rr ， y) = sup |a : ⑷一 y ⑴ | 下是完备的吗 ? 

_ ， i] 

是的.设 {:r n ) •是 C[0,1] 的任意 Cauchy 列，则对于任意 s > 0, 存在 A^, 使得 
m, n > iV 时，有 

d{x 7rt) X n ^ = SUp ( 亡 ） ~~ 工 *n(0l 〈 6 ， 

ie [ o , i ] - 

故对于任意固定的 to e [0, l ], m , n 〉 iV 时，有 


(^ o ) — Tn (亡 0) < 
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因此,数列 { x n ( t 0 )} 是实数集 i ? 中的 Cauchy 列，由的完备性可知该数列收敛，记 
x ( t 0 ) 为它的极限.因而，对于任意 f € [0,1]，都有唯一的实数 J ： ⑴与之对应，这样就 
定义了 [0，1]上的一个函数，记为 rr ⑷•在 | x m (^)— x n ( t )| < sup | x m (^) - x n (^)| < e 

， 峰， i] 

中，令 m 趋于无穷，有 \ x ( t ) - rr n (^)| < e 对 n > iV 成立.因而，对于任意 n > N 、 
有 | rr ⑴- x n (^)| < e 对所有 t e [0,1] 都成立 ， N 与 t 无关，故函数列 { x n ( t )} — 
致收敛到: r ⑴，由 x n ( t ) 都连续可知 x ⑷在 [0,1] 连续，所以，: r ⑷ e C [0,1], 并且 
d (: r n ，: r ) — 0,即 C [0,1] 是完备的度量空间. 

问题 1.4.18 (7[0, lj 在度量 d ( x ， y ) = sup |： r ⑷ - y ⑴I 下是完备的度量 空间， 

te [ o , i ] 

若 M = {x e C [0,1]| : r (0) = x ( l )}， 则 M 是 C [0，1] 的完备子空间吗？ 

是的.容易验证 M 是 C [0,1] 的闭线性子空间，因此， M 是 CIO , 1] 的完备子空 
间. 

问题 1.4.19 设 C [0, oo ) 为 [0, oo ) 上的所有连续函数, \\ x\\ n = max {| x ⑴ | | 0彡 
K n }， 则在度量 ♦，") = f | u ) 下是完备的吗？ 

T 1 — 1 

是的，不难验证对于 x n € C [0, oc ), x 0 G C [0, oc ), x n 依度量 rf 收敛到： tq 的充 
要条件为〜⑴在 [0, oo ) 的每个有限子区间上都一致收敛到 x 0 ( t ). 

问题 1.4.20 [0,1] 上的所有多项式尸 [0，1] 在度量 d ( rc ， i /) = / \ x ( t ) - y { t)\dt 

下是完备的吗？ ° 

不是.容易知道，对于多项式序列 x n { t ) = e P [0，1], 有 d ( x n + k , x n )= 

i=i l ' 

疒 1 n+fc j n-\-k ^ 

/ [ —^dt = [ ——— y , 因此，: r n 是 P [0,1] 中的 Cauchy 歹 lj , 但由数学分析 

0 i = n+l i = n 4 -l ^ ' 

知道 x n { t ) 的极限为 eS 它不属于尸 [0,1]， 所以， P [0,1] 在度量 d { x , y )= f \ x { t )- 

y ( t)\dt 不是完备的. ° 

问题 1.4.21 任意非空集合 X 在平凡度量 d 下是完备的吗？ 

是的.若 { x n } 是 （ X ， d ) 的 Cauchy 列，则对于任意£： < ^,存在 jV ， 使得 

m，n > 7 V 时，都有 d ( x m , x n ) < e < I ,故对于任意 n > N ，都有 d (:^，= (), 即 
x n = H 因而 {^ n } 是收敛到的收敛序列，所以， { X , d ) 是完备度量空间. 

问题 1.4.22 非空集合 X 在平凡度量 d 下，任意子集都是开集.若度量空间 
( X , d ) 的任意子集都是开集，则 X —定是完备的吗？ 

不一定.设 X = { 丄 } , d ( x ， y) = \x - y |, 则对于任意〜=丄 e X ,以: r n 为球 

I n J n 
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心， r Vl = 2 ,“ : 二” 为半径的幵球等于 { x n }, 故度量空间 ( X . d ) 的任意子集都是开 

集，是 Cauchy 歹 lj , 但它不是收敛列，所以， X 不是完备的. 

问题 1.4.23 存在一个非空集合 X ，义在任意度量 d 下都是完备的吗？ 

是的.若 X 是只有有限个点的非空集合，则对于 X 上的任意度量 d ， 若 { x n } 

是 （ X , d ) 的 Cauchy 歹 lj ， 令 e ^ min { d ( x ? y )| : r , G X },由 X 是有限集合可知 

^ > 0. 由于 { x n } 是 Cauchy 列，因而存在 7 V ， 使得 n > iV 时， d ( x ni x ^^ i ) < £■，故 


x n = : ryv + i ， 因此， { x n } 一 定收敛到 x N + i ? 所以， X 中的任意 Cauchy 列都是收敛 
列，所以，( X , d ) 一 定是完备的. 

问题 1.4.24 X = (0,1] 在度量 d ( x ， y ) = \x - y \ 下不是完备的， X 在度量 


Kx 參疒 —y 


下是完备的吗? 


是的.设是的 Cauchy 歹 U , 则对于任意 s > 0,存在 TV , 使得 
m , n 〉 iV 时，有 

—工 m 

-- < 三， 

^■ m^n 



故 


) = |^m 一 | < |.C m X n |£ ^ t, 

因此，考虑实数集 i ? = (- oo ，+ oo )，{ x n } 作为 ( R ， d ) 的序列时，它是 Cauchy 列，从 
而存在€ /?，使得: r Q = ^ liin ^ x n . 容易知道: r () G [0,1]， 下面只需证明 Xo # 0. 
由于是 （ X ， p ) 的 Cauchy 列，则对于 e = I ,存在 iV , 使得 m，n > TV 时， 

有 p ( xm , x n ) < e = 1，故 p ( x m , x n ) < 1. 假如 xo = 0，贝 lj lim 丄=十 oo ， 因此， 

n—^oo x n 

p { x m } x n ) +oo (n — ► oo ), 但这与 { x n } 是 ( X , p ) 的 Cauchy 列矛盾，故： r 0 # 0 .因 
rfff , xo G X , 并且 p (: c n ， x 0 ) -> ◦， 所以， ( X , p ) 是完备的度量空间. 

问题 1.4.25 什么是等距同构？ 

T 是度量空间 { X , d ) 到度量空间 ( y , p ) 的映射，对于任意的： r，y € X ，都 
有 p ( Tx } Ty ) = d ( x , y) y 则称 T 是等距算子或保距算子 (isometry or distance pre ¬ 
serving ). ^ T 是等距算子，并且： T 是一一对应，则称： T 是等距同构 (isometric 
isomorphism ). 

问题 1.4.26 若 d 和 p 是非空集合 X 上的等价度量，则一定存在 （ X , d ) 到 
( X , P ) 的等距同构吗？ 

不一定.在实数集 H 上，定义 d ( x , y ) = \x - y \, p { x , y ) = — ― -— . 则容 

1 + |x - y 
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易知道 d 和 p 是等价度量，但不存在到 ( X y p ) 的等距同构.实际上，若 T 
是 ( X ， d ) 到 ( X , p ) 的等距同构，则对于任意 x，y e X ，有 p ( Tx ， Ty ) = d(x ， y )， 令 
x n = n , x 0 二0,则 d(x n ,xo) = n + oo , 但 p ( Tx n } Tx 0 ) 是有界的 ， 这与丁 是等距 
同构矛盾. ' 


问题 1.4.27 设 d 和 p 是非空集合 X 上的两个不同的度量，若存在 ( X , p ) 
到 (X, d) 的等距同构： T ， 则 d 和 p —定是 X 的等价度量吗？ 

不一定.在非零实数集 X = 7?\{0}上，定义 d(x ， y) = \x-\j\, p{x,y ) = --- , 


则容易知道 d 和 P 是 X 的度量，令 T :(心） — （ x ， d) 则对于任意 


x，y e X ，有 p{x,y) = 


= \Tx - Ty\ = d{Tx, Ty ), 因此，: T 是等距同构.但对 


于 j： n = n, 有 p(x mi x n ) — > 0 (m, n —> +oo )， 并且 d(x rn ,x n ) = \m-n\ 在 m，n -+ +oo 
时不趋于0,所以， d 和 p 不是等价的度量. 


问题 1.4.28 度量空间 [ X , d ) 可以与久的真子空间等距同构吗‘ 7 

可以 • 设 X = {( xi )| Xi 为实数，并且只有有限个 X 〗不为 0}， d ( ar ， y ) = sup \xi - 
Vil 令 M = {{Xi) e X \ x x = 0}, 定义 X 到 M 的算 子了为 T:r = T ( xi )= 

(0, a :】 ，: T2 , … ）， 则了是-对应，并且 d ( Tx , Ty ) = d ( x , y ) 对任意 x,y E X 都成立. 

问题 1.4.29 C [0，1] 和 C [ a ，6] 是等距同构的吗？ 

是的. 设 p : [ a ，6] — [0, 1] 为一⑴= - ——定义算子 T * : C [0,1] — > C » j 为 

0 — a 

Tx = x o w ， 贝 lj 


d(Tx 1 Ty) = sup{\Tx(t) — Ty(t)\\ fG [a ， 6]} = sup 



= sup{|x(0 - y(<)|| t € [0,1]} = d[x ， y). 


te[a,b] 


由 z € C[a,6] 时，有 wp- 1 e C[0 ， 1 ], 使得 T{zoif- 1 ) = z 可知 : T 是满射•若 
Tx = Ty , 则 d(x ， y) = d{Tx } Ty) = 0 ,故 了 是单射 . 所以， C[0 ， 1 ] 和 C[a y b] 是等距 
同 构的 . 

问题 1.4.30 设 { X , d ) 是度量空间，: T 是 X 到 X 的算子，若 d ( x ， y ) = 1时， 
都有 < T ： r ，： ry ) = 1，则 ： T 一定是 X 到 T { X ) 的等距同构吗？ 

不知道.这是 Alexandrov 在 1970 年提出的公开问题.在 1953 年， Beckman 和 
Quarles 证明对于 /? n ， 结论是成立的. 

问题1. 4 .31 对于不完备的度量空间 [ X ， d )， 一定存在完备度量空间 （ Kp )， 
使得 （ X ， d ) 与 ( y , p ) 的某个稠密子空间 （ M , p ) 是等距同构的吗？ 

是的.实际上，可以分成 5 步来证明： 

(1) 将度量空间 （ X , d ) 的 Cauchy 列全体记为兄若 X 的两个 Cauchy 列 
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{ Xn } 和 { y „} 满足 lim d(x n ,y n ) = 0,则称 {〜} 与 { y n } 相等，相等的 Cauchy 

n—oo 

列看作 X 的同一元素，并且定义 d({x n },{y n }) = Jirn ^ d(x ny y n ), 则由于 {x 7l } 
和 { j / n } 是 Cauchy 歹 lj , 故对于任意 e > 0， 存在 N ， 使得当 m，n > TV 时，有 

d ( 工 m ， Tri) 〈》， Ay’n ， 2/n) < $，故 

|< i ( x mT y m ) — cl ( x n ， y n )| ^ d ( x m ， x n ) -h cl ^ y m , y ri ) 〈 e ， 

因而‘ = d ( x n ， y n ) 是实数中的 Cauchy 歹！ J ， 故极限 jim d ( x n ， y n ) 存在，并且有限. 
若 { x n } 和{〜}， {2/ n } 和 { M 分别相等，则 — 

\ d ( x n ： y n ) - d { u 7 U v n )\ ^ d { x ni u n ) H - d [ y n , v n ) —^ 0. 

因此 ， lim d(x n) y n )= lim d ( u n ， v n )， 故 d{{x n } } {y n }) = d({u n }, 所以 ， d 在 
x 上是合理和有的. 

明显地，对于任意 X 中的 { x n }，{^/ n }, 有 d({x n }, {y n }) ^ 0 ? 并且 d ({ ar n }，{ y n }) = 
0当且仅当 d[X n ， y n ) — > 0，即 {〜} 与 {^/ n } 相等 • 对于任意 { x n }, { yn }，{2 n } e X ，有 
d{{x n }, {yn}) = lim d(x n) y n ) ^ lim d{x n ,z n ) + lim d(y ni z n ) = d ({ x „}, {z n }) + 

d ({2/ n }, { Zn }\ 所 D 在 d 下是 ii ° k 间. n ^°° 

(2) 对于任意 x E X , 容易知道 x n = x B ^ J *, 序列 { x n } = { x } 是 X 中的 
Cauchy 列，记为元则5 6 X . 令 M = {5 | a : € X }，则对于任意： r，y € X ，有 
d{x, y) = d{x,y). 

(3) 下面证明 M 在 X 中稠密. 

对于任意 W = { rc n } G 元取 M 中的序列 Xi , X 2 7 * * *，5 n ，.. •，则 d { Xk , {^ n }) = 
\ hn ^ d ( xk , x n ). 由于 { x n } 是久中的 Cauchy 列，故对于任意6： > 0， 存在 IV , 
¥潯对于 fc，n > 7 V , 有 d { x k , x n ) < e . 故 A : > TV 时，有 d { x k } { x n }) ^ e , 因此 
lim d ( x fc ,{ x n }) = 0, 因此,对于任意 X 中的点 {〜} ，有 M 中的序列 { x k } 收敛到 

n—^oo 

点 u = { rr n }， 所以， M 在 X 中 稠密. 

(4) 设 tn ， u 2 , …是 X 中的 Cauchy 列，由于 M 在 X 中稠密，故开球卩 ( u n , 

一定与 M 相交，因此存在 G MAC / ~ n ， 丄 Y 故 d ( x ni u n ) < 因而对于任意 

\ n } n 

小的 e > 0,取 TV 为$的整数部分加上1，则 m ,_/ V 时，有 d ( u m , u n ) < ^，故 

e o 

^(*^m 1 *^n) ^ d[x Tn ， Urn ) ~f~ d{x n , lL n ) H - d(u rn> lL n ) <C s. 


故 d { xm , x n ) < £, 即序列 { x n } 是 X 的 Cauchy 列，记 u = {〜}， 则 w G X ，并且 
lim d ( x n ) u ) = 0, 故 d ( u ni u ) ^ d ( u n , x n ) + d ( x ni u ) —► 0, 因而序列 〜 在 X 中收 

bS \ u , 所以，又是完备度量空间. 
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(5) 由于对于任意€ X ，有 d ( x , y ) = d ( x , y ), 因此，将 X 与 M 看作一样, 
则久就是 X 的子空间，并且； f 是完备的. 

在将等距同构看作一样的意义下，度量空间 （ X , d ) 的完备化空间还可以认为 
是唯一的. 、 

问题 1.4.32 设 P [0,1] 为 [0,1] 上所有的实系数多项式，则它在度量= 
max {| x ⑴- y ( t )\\ t € [0,1]} 下是完备的吗？ 

不是.由于连续函数可以用多项式来逼近.故容易证明 qo ， i ] 是 P [0,1] 的完 
备化空间. 

问题 1.4.33 非空子集在不同的度量下，它的完备性是一样吗？ 

不一定 • 实际上， C [0,1] 在度量 d ( x ， y ) = max {| x ( 亡) 一 y ( t )|| t e [0,1]} 下是完备 
度量空间，但它在度量 p ( x , y ) = \ x ( t ) - y ( t )\ dt 下不是完备度量空间. 

问题 1.4.34 紧和完备有什么关系呢？ 

(1) 如果（久， d ) 是度量空间，并且 X 是紧的，那么 （ X ， d ) —定是完备度量空 
间.这是由于对于任意 X 中的 Cauchy 列，由 X 是紧集可知一定存在收敛子 
序列，故容易验证 { x n } 一 定是收敛列，所以， ( X , d ) 是完备的. 

( 2 ) 当 （ X ， d ) 是完备度量空间时， X 不一'定是 紧的. 例如，/? = (-00，+00)在 
度量为 d ( x 、 y ) = \ x - y \ 时是完备度量空间，但不是紧集. 

问题 1.4.35 完备度量空间的闭子空间一定完备吗？ 

是的.若 M 是度量空间（ X , < i ) 的闭/•集，则称 （ M ， d ) 是 ( X , ( I ) 的闭子空间. 
容易验证结论成立. 

问题 1.4.36 若度量空间 X 的任意真闭子空间都是完备的，则 X —定完 
备吗？ 

是的.若 M 是度量空间 ( X , d ) 的闭子集，并且 M 与 X 不相等，则称 ( M , d ) 
是 ( X , d ) 的闭真子空间.假设 X 不是完备的，则存在 Cauchy 列 { x n }, 它在 X 中 
没有收敛点，故 M = { x n } 是 [ X , d ) 的闭子集，但 ( M , rf ) 不是完备的，矛盾.所以， 
若度量空间 X 的任意真闭子空间都是完备的，则 X — 定是完备的. 

问题 1.4.37 度量空间 c 0 可以看作 Zoo 的完备子空间吗？ 

是的. co 和 / oo 的度量都一样，并且 co 是完备的. 

1.4.2 闭球套定理 

问题 1.4.38 设( X , d ) 是完备的度量空间，是以： r n 为球心，为半径 
的闭球，即 B n = {x \ d ( x , x n ) ^ r n }, Bi D D 2 D — • D B n D B n+ i D • • •, 并且 

lim r n = 0. 则必有唯一的 a : € 門吗？ 

n ^°° n=l 

是的.这是度量空间的闭球套定理.实际上，由于 lim r n =0,故对于任意的 
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e 〉0,存在 iV ， 使得 n > 7 V 时，有 r „ < £：• 对于 m > n > 7 V ， 由 C 可知 
d { xm , x n ) 彡 r n < £ :，因而是 Cauchy 歹 U . 因为 X 是完备的度量空间，所以有 
x € X ，使 liin x n = x . 

n—^oo 

oo 

由 d ( x n ^ p } x n ) ^ r n 可知 d ( x , x n ) < r n 对任意 n 成立，因此 x G p | B n . 

n=l 


假设 y G p | B ni 则由 d ( y ， x „) 彡 r n 可知 lim : r „ = y ， 所以 x = 仏即门 

n=l n—»oo n=l 

中只含有一点. 

问题 1.4.39 度量空间的闭球套定理，反过来成立吗？ 

是的.设 ( X , d ) 是一个度量空间，若对 X 中任意一列闭球 D B 2 D - • D 
B n D J 5 n+ i !)♦••， 这里 = {: r | d ( x , x n ) 彡 r n } ，当 lim r n = 0 时， 一 ■定有唯 一 的 

n—oo 


: r e 门凡，则是完备的度量空间 • 

n=l 

设: r n 是 X 的 Cauchy 列，则对 u 存在使得％ >爪时，有 

d { x nk , x nk+l ) < Sk - 不妨把 n fc 取为 ni < ri2 〈… < n ^； < …. 


令 B k = 



d { x , x nk ) ^ ^ I ， 则当 y e Bfc+i 时，有 


d(jj 、 *^nfc ) ^ d.[y ， 工 n/t+i ) + 以(工 n/t+i ， ^'nk ) ^ + ^TT = ， 


因而 3 J 5 fc+1 . 

由 lim nt = lim = 0 可知存在唯一的 x G f ] Bk , 从而 d ( x nk , x ) $ ▲，因 

k—*oo k—*oo 1 K ^._2 Z K 

此 lim x nfc = x ，由 {〜} 是 Cauchy 列可知 lirn : r n = : r . 所以，度量空间 ( X , d ) 是完 

k—*oo n—*co 

备的. 

问题 1.4.40 在闭球套定理中，若去掉条件 Jirn ^ r n =0，定理是否成立丫 
实际上，设 X 为所有的正整数全体，对任意 Zye X ,定义 


p (工， y ) 



: r + y 


0, 


x 妾 y ， 

x =没， 


则由 x , y、z 都不相等时，必有 p ( x , y ) = 1 + — | 一 < 2 < 1 + —-一 + 1 + 土 = 

x -\-y x + z z + y 

p { x , z ) + p { y , z ), 可知 ft 是 X 上的一个度量•若 { x n } 是 ( X ， p ) 的 Cauchy 列，贝 IJ 
对于0 < £： < 1，存在 W ， 使得 m , n > TV 时，有 p ( x m , x n ) < e < I . 由于 x ^ y 



1.4 完备性与不动点定理 


• 45 • 


时，必有 p ( x , y ) > 1,故一定有 Xm = a : n ， 因此，当 n 〉 TV 时，必有: r n = 

所以， {〜} 是 X 中的收敛列，故 ( X ， p ) 是完备的度量空间.对任意正整数 n ， 取 

/ I H \ 


B n = \ x 


p { n , x ) ^ 1 


2 n 


二 { n ， n + l，n + 2,".}, 就有 B x D B 2 D • - D B n D 


队 +1 D …，但 f | B n 为空集. 


71=1 


问题 1.4.41 在闭球套定理中，若去掉度量空间完备的条件，定理是否成立？ 
不成立.例如，X = (0,3),d(x,y) =卜 -y|, 贝 lj ( X , d ) 是不完备的度量空间， 


取以土为球心，土为半径的闭球 B (丄，丄），则凡是区间 （0, 二 
n n \n n J \ n 


, 因此， 


B l DB 2 D -- DB n D B n+1 2 …，但门凡是空集.所以，当 ( X ， d ) 是不完备的 

M= 1 

度量空间时，定理的结论不一定成立. 

问题 1.4.42 设 ( X , d ) 是度量空间，为 X中的非空紧集，若 R D F 2 〕 


■ • • 


D F n D F n+ i D • • •, 则一定存在: r e 门 吗？ 

n=l 

是的.假如 5 F n 是空集，则 p ] F n 也是空集.故 X 

n=l n=2 


^ \ n f ju 因此 

n=2 


X = U Wn ) 2 F U 由于^ 是紧集，故 = X \ F n 是开集，并且 { U n \n = 

n=2 

2,3,. ••丨是的一个开覆盖.由 A 是紧集可知存在有限幵覆盖，故存在有限个元 
素的 {f/n|n = 2,3 ， ... ，斤 } 是 6 的幵覆盖，故 Cl (X\F n ) ，因而 ，^ F n C Ff. 

n=2 n=2 

既然 g R 对于任意 n > 1 都成立，因此， F N = f ] F n 是空氣但这与心是非 

n=2 

空紧集矛盾.所以， 一 定存在 x € n Fn ^ 

n=l 

问题 1.4.43 设 ( X , d ) 是度量空 间，^ 为久中的非空有界闭集，若 K 〕 

F 2 D • • • D F n D F n+ i D • • .，则一定存在: r € f) 吗？ 


71=. 


不一定.在实数集上，定义度量 d ( x , y ) = ■ l，r ,~ ，y| ,, F n = [ n ，+ oo ), 则 F 7 

1 + | x - y | 

是有界闭集，并且 F x D F 2 D • • ■ D F n D F 1l+1 3 •. 但 0 Fn 是 空集. 

71=1 

1.4.3 压缩算子的定义 


问题 1.4.44 什么是压缩算子? 


• 46 • 


第 1 章度量空间 


设 ( X . d ) 是度量空间， r 是 X 到 X 的算子，若存在实数 a G [0,1)，使得对一 
切 x，y £ X， x ¥ y , 都有 

d { Tx , Ty ) ^ ad { x , y ), 

则称 7* 为压缩算子 (contraction operator ). 

问题 1.4.45 压缩算子一定是线性算子吗？ 

不一定.如了 ： i ? — i ?， Ta : 二^ + 1，则： T 是压缩算子，但: T 不是线性的. 

问题 1.4.46 压缩算子 r 一’定是连续的吗？ 

是的•若 T 是度量空间 { X , d ) 的压缩算子， a; 7l —► T 。， 则 d ( Tx n , Tx 0 ) ^ 
ad ( x n , xo ) — > 0,因而 T —定是连续的. 

问题 1.4.47 T 是连续算子时: T 一定是压缩算子吗？ 

T 是连续算子时: T 不一定是压缩算子.例如，实数集只在度量 d ( x ， y ) = \ x - y \ 
下，= X 2 是丑到 ii 的连续算子，但容易验证 r 不是压缩算子. 

问题 1.4.48 设 ( X , d ) 是度量空间， : T 是 X 到 X 的算子，若对一切; r,y G 
X } x ^ y , 都有 d ( Tx ， Ty ) ( d ( x ， y )( 或 d ( Tx ， Ty ) < d ( x ， y )) 时，7 1 一定是压缩算 
子吗？ 

不一定.例如，实数集在度量 d(x, y) = |工 - y| 下 ， rx = sin : r 是/?到/?的 
算子，对于任意 x,y e R, 都有 d(Tx,Ty) = | sin x - siny| = | cos^|. |«r - y| 彡 d(x ， y) ， 
但 r 不是压缩算子.这是由于若存在 a e (0,1)， 使得 d(Tx,Ty) ^ ad(x,y), 则对于 

任意 : c € i ?， 有 lim I S i， X —— S ' n "I = I cosx | 彡 a < 1, 这是不可能的. 

y-*x \x — y \ 

1.4.4 Banach 不动点定理 

问题 1.4.49 什么是度量空间的 Banach 不动点定理？ 

Banach 不动点定理设度量空间 ( X , d ) 是完备的，： T 是压缩算子，则 T 有 
唯一的不动点，即存在唯一的: c , 使得7^ = z . 

实际上.在 X 上取一固定的点: To , 令 

工 1 = T xq , ^*2 = Tx\ — * * * } Xn — TXfi — i = T xq ? 

则对正整数 n > 1 及 p > 1，有 


^{^n+p-> ^ii ) 工 n+p-: 

<C?(X n +p, ^n+p— 


^(*^ n + p —11 ) 

d ( Tn + p — 1 ， Ai+p—2 ) + d(.r n +p_2, 2: n ) 


^c/(x n _j_p, X' n _j_p_ 1) + d^Xn-^p— i y X n ^.p—2 ) + •.. + di^Xji^x s X n ) 

=d(T n+p x 0 , r n+p - l ： ro) + d{T n ^~ l x 0) T n ^ p ~ 2 x 0 ) 

+ .-- + d ( T n +1 x 0 , T n x 0 ) 
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^ad(T n ^ p - l x 0 , T n+p - 2 x 0 ) + ad(T n+p - 2 x 0 , T n ^ p ~ 3 x 0 ) 

+ ... + ac/(T n a：o/-r n - 1 xo) 

<•， 、 

^ a n + p ~ l d ( TxoyXo ) -f a n + p _2 d ( Txo , xo ) + • • • + a n d ( Txo , xo ) 
a n 

^ Y ^ d ( x u x 0 ). 

由 0 彡 a < 1 可知 { x n } 为 Cauchy 歹! J , 因为 ( X , d ) 是完备的，所以存在 x e X , 
使 lim : r n = : c . 由 x n+ i = Tx n 可知 x = 因此 x 为 T 的不动点. 

n—^oo 

假设 y 是丁 的另一个不动点，并且 x # y ， 则 d ( x , y ) = d ( Tx ， Ty ) ( acl ( x ， y ) < 
d ( x ， y ), 矛盾，所以 x 是 r 唯一的不动点. 

问题 1.4.50 Banach 不动点定理有逆定理吗？ 

Banach 不动点定理有很有意思的逆定理 ：设: T 是非空集合 X 到 X 的映射, 
若对于任意正整数 n , T n 都存在唯一的不动点.则对于任意 a e (0,1)，存在 X 上 
的度量 d , 使得 ( X , d ) 是完备的度量空间， 并且了 是压缩算子，满足对于任意 x ^ y y 
有 d { Tx , Ty ) ^ ad { x , y ). 这个结果是 Bessaga 在1959年证明的. 

问题 1.4.51 若 T 是压缩算子，则： T n 也是压缩算子吗？ 

是的.容易验证. 

问题 1.4.52 T 2 是压缩算子时 ， T 一定是压缩算子吗？ 

不一定 . r 不是压缩算子时，可能 r 2 是压缩算子. 

设 C [0,1] 为 [0,1] 上的连续函数全体，度量为 d ( x ， y ) = max \ x ( t ) - y ( t )|. T 是 
从空间 C [0,1] 到 C [()， l ] 内的映射•对于2：€(7[0，1]，7^(0 = / x { u ) d Ul 0^ t ^ 1. 

明显地.有 ° 


d(T x , Ty ) = max 


x ( u)du — y ( u)du 

o Jo 


< d(x ， y) 


令 a #) = A ， y ( t ) = B ， 这里 A 和 B 为常数，则 


d ( Tx , Ty ) = 


Adu — Bdu 
o Jo 

= d ( x , y )， 


因此，不存在 a € [0,1)， 使得 


d ( Tx , Ty ) ^ ad ( x 、 y ), 


从而 r 不是压缩算子. 

对任意 x，y e C [0, 1], W 
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d ( T 2 x ' T 2 y ) 


= max 



[ x ( v ) — y ( v)]dvdu 


(max 


ud [ x , y)du 


o 


■^d{x,y). 


所以， r 2 是压缩算子. 

问题 1.4.53 设 { X , d ) 是有三个点以上的度量空间，则一定存在 X 到 X 的 
算子 T , T 不是压缩算子，但： T 2 是压缩算子吗？ 

是的.假如存在三个不同的点 u , v,w e A r , 则不妨设 d ( u , v ) ^ d ( v , w ), 定义 
X 到 X 的算子为 Ttx = u ，， 并且 Tx = v 对任意 x ^ u 都成立，则 d ，( Tu ' Tv ) = 
d ( w , v ) ^ c /( u ， v )， 故 r 不是压缩算子.另外，容易验证 T ( Tu ) = Tw = V ， 并且 
T 2 x = v 对任意 x + u 都成立，因此，: T 2 将任意点都映为固定的'〃，所以， T 2 是压 
缩算子. 

问题 1.4.54 设 ( X , d ) 是完备度量空间，乂为 X 到 X 的算子，若存在某个 
正整数1，使得是压缩算子，则 A 有唯一的不动点吗？ 

是的•若 d ( A n x y A n y ) ^ ad ( x , y ), 对任意的 x，y e X ， x 參 y 成立，则令 T 1 = y 4 n ， 
由上面定理可知了存在唯一的 ： ro G X ，使得了仰= x 0 . 

下面证明 : To —定是 A 的不动点.用反证法，假设 Xo # Axo , 则由 r ； T () = Xo ■= 
y 4 n j ：() 及 TAxo = i 4 n+1 xo = 可知 

d(xo, Axq) = d(Txo,TA xq) ^ Qd(xo, Axo) < c/(j ： o, At 。）， 

矛盾，从而 xo = Aro , 即: r G 为 ，4 的不动点，并且当 yo 是 A 的另一个不动点时，训 
一 定是: T 的不动点，因而 xo = yo , 所以4只有唯一的不动点: r 0 , 

问题 1.4.55 若: r 0 是4的不动点，则对于任意正整数1, x 0 也是 > l n 的 
不动点吗？ 

是的.这是明显的. 

问题 1.4.56 若 { X , d ) 是度量空间， 了是 X 到久的算子，若: T 存在唯一的 
不动点，则： T 2 的不动点一定唯一吗？ 

不一定.实数集尺在度量 d ( x 、 y ) = \ x - y \ 下是度量空间，容易验证 Tx = 1 —x 

在 R 上有唯一的不动点 x 0 = 但 r 2 x = x 在尺上有无穷个不动点. 

2 

问题 1.4.57 若( X , d ) 是度量空间， r 是 X 到久的算子，若: T 2 是压缩算子， 
则 ： T 一定是连续的吗？ 

不一定.设 X = [0,]]，度量 d ( x ， y ) = |:r — y |， 当0 < a : < 0.5 时，取了 :r = 0.当 
0.5 < : r 彡1时， r：r = 0.5: c ， 则: T 2 a : = 0对于任意 : r e [0, 1] 都成立，因此， r 2 是压缩 
算子，但明显地: T 在点 rr = 0.5 是不连续的. 
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问题 1.4.58 在 Banach 不动点定理中，若度量空间( X , d ) 不 Z 备 ， T 是压缩 
算子 ，则了 一定有唯一的不动点吗？ 

不 一定. 例如 ，X = (0, l ), d ( x , y ) = |x - 2 /|，则 { X , d ) 是不完备的度量空间，定 
义 Tx = : y 则容易验证: T 是压缩映射，但不存在 xeX , 使得 Tx = x 成立. 

问题 1.4.59 什么是非扩张映射？ 

设 （ X , d ) 是度量空间，算子 T : X ^ X , 若对于任意 e X,x ^ y , 都有 
d ( Tx y Ty ) < d ( x ， y )， 则称 r 为非扩张映射. 

问题 1.4.60 设 （ X ， d ) 是完备度量空间，算子了：久― X 是非扩张映射，则 
T 一定有不动点吗？ 

不一定.设尺为实数全体, d ( x , y ) = \ x - y \, f : R — R ， f ( x ) = ^ x-arctan x 
则对任意: r ， 2 / € 一 y , 由 /( rr ) — /( y ) = f ’ ⑹ (x - y ) 可知 

£2 

l/W - f{y)\ = -y| < I 工 -2/1 ， 

但 /( x ) 没有不动点.实际上， 若 x = /( a :)， 则 arctan x = ^,矛盾. 

Li 

问题 1.4.61 紧集上的非扩张映射一定有不动点吗？ 

设 （ X ， d ) 为度量空间，且 X 为紧集， 了为 X 到 X 的算子，且 x 一 2/时，有 
d ( Tx , Ty ) < d ( x , y ), 则 : T 一定有唯一的不动点 • 

实际上构造 X 上的泛函/ ㈤ = d ( Tx , x ), 则由度量的连续性可知 /( x ) 是 X 
上的连续函数.利用紧集上的连续泛函都可以达到它的下确界，存在 : ro e X ，使 
得 f ( x 0 ) = inf {/( x )| x € X} y 则一定有 f { x 0 ) = 0,因为不然的话，必有 f ( Tx 0 ) = 
d ( T ( Tx 0 ), Txo ) < d ( Tx 0 ， x 0 ) 与 /( x 0 ) 是 /( o :) 在入的下确界矛盾，所以， d { Tx 0 f x 0 ) = 
0,即: ro 就是: T 的不动点. 

假如 r 存在两个不同的不动点 xo 和2/0,则由 ： to #奶和: T 是非扩张映射可 
知， d ( x 0 j t / 0 ) = d ( Tx 0 ， Ty 0 ) < d { x 0 i yo ). 矛盾，所以，了的不动点是唯一的. 

问题 1.4.62 对于紧集 X 上的非扩张映射了，取 ： ro e X ，令以 = T : c 0 ， a : n+1 = 
了〜，则 { x n } 一定收敛到 T 的不动点吗？ 

是的.由上面问题可知 r 在紧集 X 上一定有不动点0：，取0： 0 G X ，若 ： co # X ， 
令 : Ti = Tx 0l x n+ \ = Txn ，记 d n = ci ( x n ,: r )， 贝 lj 

d n+ i = d ( Tx n ^ x ) = d ( Tx ny Tx ) < d ( x n , x ) = d n . 

因此，数列 { d n } 是严格下降，且有下界的数列，因此，数列 { d n } 是收敛数列，记 
d = lim d n . 
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由于 X 是紧集，故 { x n } 一定存在收敛子列设 \\ m ^ x nk = 则由 
lim d nk = d ，可知 

k—^oo 

d = lim d ( x Tlk , z ) = d ( z , x ). 

k — »oo 

假如 a ; 则 


d = lim d Uk = lim d n = lim d rik+ \ = lim d { Tx nk , z ) = d ( Tz , x ), 

k—*oo k—*oo k—Kx> k—*oo 


故 


d = d ( Tz ) x ) = d ( Tz ， Tx ) < d { z , x ) = d , 


矛盾，因此， { x nk } 一定收敛到: r . 

类似地，容易证明 { x n } 的任意子列 { x nk } 一 定存在收敛到 X 的子序列，所以， 

进一步不难证明 { x n } 是收敛的，并且收敛到: T . 

问题 1.4.63 紧集上的非扩张映射一定是压缩算子吗？ 

不一定 . [0,1] 是实数集 /?. 在度量 d(x ， y ) = \ x - y \ 下的紧集，对于 7 "x = — ^—, 

1 + x 


有 d ( Tx ， Ty ) = \Tx — Ty \ = 



(1 + x)(l + y )| 


x - y \ < \ x - y \, 因此, 


T 是 [0,1] 到 [0,1] 的非扩张映射.但由于 sup <[ -————- [0,1] 

t(l + x)(l -f t/)| * 

此,: T 不是压缩算子.不过由 a : = — ^―可知: T 在10, 1] 存在不动点 xo = 

1 | 30 


| = 1, 0 
- l - fv /5 


问题 1.4.64 存在非扩张映射: T , 对于任意正整数 n , T n 都不是压缩算子吗? 

是的.在实数集 i ? 上,取度量 d { x ， y ) = \ x - y \, 对于： Tx = — ^― ,T 是非扩张映 

1 + x 


射，并且对于任意正整数 n , T n x = ^一 

1 + nx 


因此， d { T n x , T n y ) = 


(1 + nx)(l + ny ) 


d [ x ， y ) ， 所以， 7" n 不是压缩算子. 


问题 1.4.65 完备度量空间的有界闭集上的非扩张映射一定有不动点吗? 
不一定.设叉为所有正整数全体，对任意 x , yeX , 定义 


d { x , y ) = 




: r + y 


0. 


工羊 y. 


则 [ X ， d ) 为完备度量空间，由于以1为球心，2为半径的闭球5(1， 2) 包含 X ，因此, 

X 是有界集.另外，容易知道 X 是闭集. 

令 Tx = 1 + rr ， 则对于任意 x 癸 y ， 有 d [ Tx , Ty ) = 1 + -- — - < 1 + 

1 + x + 1 + 2/ 

= d ( x ， y )， 因此，: T 是非扩张映射，但: T 在久上不存在不动点. 

工 + y 
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问题 1.4.66 设( X , d) 是完备度量空间， r 是 X 到 X 的映射，若存在收敛 

到0的正数列 { o ： n }， 对于任意€ X ,都有 d(T n x,T n y) ^ a 7 l d (: r , 2 /)， 则 r 一定 
有唯一的不动点吗？ 

是的.由于收敛到0,故存在足够大的 正整数 7 V ， 使得 n 〉 7 V - 1时，有 
a „ < |，因此对于任意 a:，y G # y , 都有 

d{T N x y T N y) ^ ^d{x,y) 

由 Banach 不动点定理可知，存在唯一的不动点 xo € X ，使得 T N x 0 = x 0 . 

由于 T n Tx 0 = r N +1 x 0 = TT n x 0 = 了抑，故: Tx 0 也是 I 1 " 的一个不动点，由 
T N 的不动点唯一可知 rxo = arc ), 故 r 一定存在不动点 x 0 . 

假如 r 还有另外一个不动点 yo , 则 T 2 y 0 = TTyo = 了训=洲，故 T N y 0 = y 0 > 
即训 一定是 T N 的不动点.由的不动点唯一可知 xo =洲，所以 ，: T 一 定存在 
唯一的不动点. 

问题 1.4.67 设 (X,d) 是度量空间， r 是 X 到 X 的映射，若存在0 〉 1，对 
于任意 x,y e X， 都有 d(Tx、Ty) > 0 d ( x ， y )， 则 r 有可能有不动点吗? 

有可能. 设久 =(一 oo ,+ oo )， d ( x , y ) = \x - y\,Tx = 3 x , 则对于任意 x，y e X、 
有 d{Tx：Ty) ^ 0d(x，y), 这里 /3 = 3 > 1, 不难验证， 0 是: T 的不动点. 

问题 1.4.68 设 [ X , d ) 是完备度量空间，了是 X 到 X 的满射，若存在/?> 1， 
对于任意 x,y e X , 都有 d ( Tx , Ty ) ^ / W (: r ， y )， 则 r 一定有不动点吗？ 

是的.容易知道此时了- 1 存在，并且对于任意:€ X ,有 d{T- l x,T~ l y) ^ 

ad{x,y), 这里 a = - < 1, 因此，广 1 一 定有不动点.所以 ， r 一 定有不 动点. 

问题 1.4.69 设 (X,d) 是至少两个点的度量空间，若久是紧集，则有可能存 
在；(■到 X 的压缩算子了是满射吗？ 

不可能.由于 X 是紧集，故存在 x ni y n 使得 d[x n 、 y n ) — d = diamX . 这 
里 diamX = sup { d ( x , y)\ x, y G X). 由 X 是紧集可知存在 x 7lfc — ► x 0 G X,y nk 一 
yo E X , 因而， d(xQ,y 0 ) = diamX . 若存在 a e [0,1)， 使得 d{Tx ， Ty ) 《 ad (: r ， y ) 对 
任意 X 手 y 都成立，并且7’ 是满射，则存在 uo,V{) e X, 使得仰= Tuo.yo = Tv 0y 
因此， d{xo,yo) = d(Tuo,Tvo) < ad ( u 0 , v 0 ) < d ( u 0} vo ) < diamX , 但这与 d ( x 0 j yo ) = 
dmmX 矛盾，所以，不可能存在 X 到 X 的压缩算子 T 是满射. 

问题 1.4.70 设 X 是非空集合， r 是 X 到 X 的算子，若: T 和每个: T n 都在 
X 有唯一的不动点，则一定存在度量 d ， 使得: T 是度量空间 （ X ， d ) 到 ( X , d ) 的压 
缩算子吗？ 

是的，这是 Bessaga 在1959年证明的.设久是非空集合，: T 是 X 到久的算 
子，若： T 和: Z - (n e 7 V ) 都在 X 有唯一的不动点，则对于任意 a e ( 0 , 1 )，一定存 
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在度量屯，使得 （ x ， d ) 是完备度量空间， r 是 （ x , d ) 到 ( x , d ) 的压缩算子，并且 
d a [ Tx ， Ty ) 《 ad a ( x } y ) 对任意 x,y 6 X，x 爹 y 都成立.参见 ： Bessaga C . On the 
converse of the Banach fixed-point principle . Colloq . Math . , 1959, 7: 41—43. 

问题 1.4.71 Banach 不动点定理的逆定理成立吗？设 { X , d ) 是度量空间，若 
对于 X 到 X 的每个压缩算子了，了都在 X 有唯一的不动点，则度量空间 ( X , d ) 
一定是完备的吗？ 

不一定. Behrends 在2006年指出，存在/? 2 中的非闭集久，对于 X 到 X 的每 
个压缩算子 T , T 都在 X 有唯一的不动点.若对于 X 到 X 的每个压缩算子 T , 了 
都在 X 有唯一的不动点，则称度量空间 （ X ， d ) 具有 Banach 不动点性质 (Banach 
Fixed Point Property ). 参见 ： Behrends E . Problem Session of the 34 th Winter School 
in Abstract Analysis , 2006. 

问题 1.4.72 设 （ X , cf ) 是度量空间，则对于 X 到 X 的每个压缩算子: T ， r 都 
是连续算子.若： T 是 X 到 X 的连续算子，一定存在度量 p ， 使得 T 是 （ X ， p ) 到 
(X ， p) 的压缩算子吗？ 

Janos 在1967年证明了如下结果：设 （ Xt ) 是紧可度量化拓扑空间，若 r 是 
X 到 X 的连续算子，并且巧 T n ( X ) 是单点集，则对于任意 a e (0,1), 都存在度 

n=l 

量 p ， p 生成拓扑和 t 一致，使得 p ( Tx , Ty ) ^ ap ( x , y ) 对任意 x、y € X、x 辛 y 都成 
立.参见 ： Janos L . A converse of Banach’s contraction theorem . Proc . Amer . Math . 
Soc . ， 1967, 18: 287-289. 

问题 1.4.73 设 （ X , r ) 是7\拓扑空间，： T 是 X 到 X 的具有唯一不动点 x 0 
的算子，并且对于任意 : r € X ,都有 T n x 依拓扑 t 收敛到： r 0 , 则一定存在完备度量 
P ， 使得 r 是 （ X ， p ) 到 { X , p ) 的压缩算子吗？这里的 （ X ， t ) 是乃拓扑空间是指对 
于任意两个不同的点 x , yeX , 一定存在包含 x 的开集[/， 使得 y 不属于 I /. 

是的.这是 Hitzler 和 Seda 证明的.设 （ X ， t ) 是了 i 拓扑空间， T 是 X 到 X 
的具有唯一不 动点: ^的算子，并且对于任意 : r e X ，都有 7-； r 依拓扑 r 收敛到 
x 0 , 则一定存在完备度量 p , 使得 d ( Tx ， Ty ) ( ^ d ( x , y ) 对任意 x,y e X,x ^ y 都成 
立. 参见 ： Hitzler P and Seda A . A " converse " of the Banach contraction mapping 
theorem . 待发表. 、 

1.4.5 Banach 不动点定理的应用 


问题 1.4.74 方程 3 :r + cosx = 1 在（― oc ，- hoc ) 一 定有解吗？ 

是的.容易知道 X = (― ex ), - hoo ) 在度量 d ( x , y ) = \x — y \ 下是完备的度量空 
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间， 定 XT.. X — X 为 Tx= ^(1 - cosx), 则对于任意 x 爹 y ， 有 

O 

d(Tx,Ty) =\Tx-Ty\ = ^(1 - cosx ) - ^(1 — cosy ) 

=臺 (cosrr — cosy ) = ^| sin $| • |x - y | ^ ^ d ( x , y ), 

因此， r 是压缩算子，由 Banach 不动点定理可知了 一定有不动点邱，所以，方程 
一定有解: c 0 . 

问题 1.4.75 设: r 0 = 0,则迭代序列 x n+1 = 1 - ^2 一定收敛吗？ 

是的.设 X = [0, l ]， d ( a :， y ) = |: r - 2 /|， r ： i:=l - |: r 2 , 则0?(7^，了 y )= ^( x 2 - y 2 ) = 

o o 

+ y) • b —2/1 彡☆咖， y)， 因此,工 n+i = Tx n = l - ^a： 7 2 , 一定收敛. 

问题 1.4.76 方程 cosx = : r 在 [0, 1 一定有唯一 解吗) 

是的.设 X = [0, l ], d ( a :, y ) = | x - y |， 则 (X ， d) 是完备度量空间，定义 f : X — X 

为 f(x) = cosx. 由于1 < ^，故对于0彡 z 彡1,都有0彡 /( z ) 彡1,并且/是连续 

的，由中值定理，对于0彡 : r < ^/彡1,存在 c,x ^ c ^ y , 使得 


故 


f{y) - / ⑻ = f\c){y -x) = - sin c{y - x). 


d(f(y )， f{x)) = 1/(2/) — /(x)| ^ sin c • |y - x| ^ sin 1 • |t/ - x| = sin 1 • d{y, x). 

由 a = sinl < 1 可知 / 是完备度量空间 （ X ， d ) 到 ( X , d ) 的压缩算子，因此，一定 
存在不动点 x e X , 使得 /( x ) = x ， 所以，方程 cos:r = ； r 在 [0,1] —定有唯一解. 

问题 1.4.77 定义映射 / : [ l ,+ oo ) 一（一 oo ,+ oo ) 为 f ( x ) =丢 + 则 / 在 

3 QC 

[1,00) 有不动点吗？ 

是的.设 X = [ l ,+ oo ), d ( x , t /) = |:r-y |， 贝 lj [ XA ) 是完备的度量空间，并且 
/([ l ,+ oo )) C [ l ，+ oo ), 故 / 是 X 到 X 的算子•由于 f \ x ) = | 故 

tj JT O 

f ( y )) = \ f { x ) - f { y )\ = |/’( c )| • |x - y | = ad ( x ， y ). 

这里 a = /'(c) < 1，故 / 是压缩算子.由 Banach 不动点定理可知存在 :c 0 € X ， 使 
得 /( x 0 ) = x 0 . 

问题 1.4.78 什么是牛顿方法？ 
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设/是二阶可导的函数，若存在 Z0 使得 f { x 0 ) 二0和 fixo ) ^ 0,则存在 
M 〉0,使得对于任意满足 : ro - M < a < + M 的&，从 a 开始的牛顿方法收 

敛于工 o . 

牛顿方法的迭代公式为 

_ _ /㈤ 
X2 ' Xl ~ JWy 


$n+l 


_ f { x n ) 

— n 


则 { x n } 一定收敛到 A 并且 /( x ) = 0. 

实际上，令 = x — d . ，则容易知道 /( xo ) = 0当且仅当 g ( xo ) = xo , 
对于任意 a ，0 < a < 1，由 g f ( x ) = 可知在: r 0 的邻域连续，既然 


g'ixo) = 0, 因此，存在 M > 0, 使得 |a: - $ 0 | < A'/ 时有 |^(x)| ^ a. 故对于任意 
x e I = [x 0 -M } xq+M], W |^(x)-x 0 | = \g(x)-g{x 0 )\ = W(c)(x-xo)\ ^ aM < M. 
因而， x e I 时一定有 g{x) e I. 故 g : / — /，并且对于任意 x，y e I，x ^ y ， 有 
\g(x)-g(y)\ = \g / (c)(x-y)\ ^ a|x-y|, 因此，由 Banach 不动点定理可知存在 x G /, 
使得 .g(x) = a; ， 并且 x n+ i = g(x n ) — :r, 所以， {.r n } 收敛到 : c ， 并且 /㈤ = 0. 


1.5 度量的推广 

问题 1.5.1 什么是超度量？ 

若 X 是一个非空集合， d : XxX ^ R 是满足下面条件的实值函数，对于任意 
x ， y ，2 € X ，有 

(1) d ( x , y ) = 0当且仅当 x = y \ 

(2) d ( x y y ) = d ( y f x ); 

(3) d { x , y ) ^ max { d ( x , 2 ：), d ( t /, 2 )} > 

则称 d , 为 X 上的超度量 （ ultrametric ), 非阿基米德度量 ( non-archiniedean metric ) 
或超级度量 （ super - metric ), 称 ( X . d ) 为超度量空间 (ultrametric space ). 

问题 1.5.2 对于任意非空集合 X、X 一定存在超度量吗？ 

是的.实际上， X 上的平凡度量就是 X 的超度量. 

问题 1.5.3 对于任意非空集合上的度量一定是超度量吗？ 

不一定•在 i ? 2 上定义 d(x ， y ) = (h - 扒 | 2 + | a ：2- y 2| 2 )( 则对于 z = (0,0),? / = 
(2, 0),2 = (1,1), W d { x 、 y ) = 2, d ( x , z ) = y /2 } d ( y , z ) = ® d [ x , y ) ^ d { x , z ) 4- 

d ( y ， z ), 但 2 = d { x , y ) < max { d ( x 1 z ), d ( y ^ z )} = \/2 不成立，所以 ， d 是 i ? 2 上的度 
量，但 d 不是 i ? 2 上的超度量. 
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问题 1.5.4 设 X 是形如 X ! X 2 X 3 ••-的0或1字符串构成的集合，即 X = 
{ X1X2X3 - - - I X { e {0,1}, i = 1,2,***}, 定义 — i ? 为： r , 时， 

d(x ， y) = e _|TAy| , 这里 \x A y\ 记; r 和 y 从左边算起最长的相同字符的个数.当 
x = y 时 ，令 d(x,y) = 0 ， 则 d 是 X 的超度量吗？ 

是的.不难验证 d 是 X 上的超度量. 

问题 1.5.5 设 （ JC ， d ) 是超度量空间，若 d ( x ， y ) # z ), 则一定有 d (: r ， z ) = 

max { d ( x ， y )， d ( y ， z )} 吗? 

若 d(x,y) 7 ^ d(y, z), 则不妨设 d(x,y) > d(y ， z )， 因此， d(x y z) ^ max { d ( x , y ), 
d(y,z)} = d{x,y), 另外， d[x 、 y) ( max{d(x, z) t d(y, z)}, {0 d(x,z) ^ d(y ， z) 不可能 
成立，否则，就有 d{x,y) < d(y ， z), 这与 d(x ， y) > d(y, z) 矛盾•故 d(x ， z) = d(x y y) } 
所以， d(x,z) = max { d ( x , y) } d ( y , z)}. 

实际上，对于任意 x 、 y，z £ X 、 必有 d(x,y) = d ( y , z ) 或 d(x y z) = d(y y z) WL 
d(x,y) = d(z,x) 成立. 

问题 1.5.6 超度量空间的球具有什么性质？ 

以超度量空间的球 5(xo,r) 内的任意一点为球心， r 为半径的球 B(y ， r ) 与 
5(x 0 ,r) 是一样的.设 B(x Q} r) = {x\ d{x,x^) < r}, 贝 ! J 对于任意 y e B(x 0l r), 
都有 B(y ， r) = B(x 0} r). 实际上 ，若 z e B(?/ ， r) ， 贝 lj d(y 、 z ) 彡 r ， 故 d(x 0 ,z) < 
max{d{xo,y),d{y,z)}, 因此， B(y,r) C B(x 0 ,r ). 类似可证 B(x 0 ,r) C B(y ， r). 所以， 
B(x 0 ,r) = B(y,r). 

若超度量空间的两个球和 B { y 0 , r 2 ) 的交非空，则一定有 J 5( x 0 , n ) C 
B { yo , r 2 ) 或者 B { y 0 , r 2 ) C B ( xo J r \). 实际上,不妨设 n 彡 r 2 , 若 2 e B ( x 0 l ri ) f ] 
B ( yo } r 2 ), j 5 !j B ( x 0 , ri ) = B { z , ri ), 并且 B ( y 0> r 2 ) = B { z , r 2 ) y 所以， B ( x 0 , ri ) C 

问题 1.5.7 什么是 2 -度量空间？ 

若 X 是一个非空集合， a :XxXxX-^R 是满足下面条件的实值函数,对于 
任意 X ，2/，2 € X ，有 

(1) 对于任意两个不同的 X ， yex 、 一 定存在2 e X ，使得 a { x , y } z )^0; 

(2) a(x iy ,z) = 0 当且仅当三个点中有两个是一 样的； 

(3) a(x,y,z) = a(x,z,y) = a(y,z,x) 对任意 x 、 .y、z e X 都成立； 

(4) a(x, y , z) < a(x, y,u) -f a{x,u, z) 4 - a(u y y,z) 对任意 x 、 y,z、ue X 都成立， 
则称 a 为 X 上的2 - 度量， { X , a ) 称为2•度量空间. 

问题 1.5.8 R 2 上可以定义2-度量吗？ 

可以.实际上，将 i ? 2 上的 a ( x , y , z ) 定义为以 x , y , 2三个点为顶点的三角形的 
面积，则不难验证 (7 是 i ? 2 上的2 - 度量. 
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2.1 赋范空间的基本概念 

2.1.1 赋范空间的定义 

问题 2.1.1 什么是范数？ 

设 K 是实数域只或复数域 C ， X 是数域 K 上的线性空间，若 || . || 是 X 到 
的映射，且满足下列条件： 

(1) || x || > 0,且 IMI = 0当且仅当 x = 0; 

(2) || Ax || = | A | I | rr | I , 对任意 x E X 和任意 A e K ; 

(3) Ik + 2/|| < || x || + || y ||, 对任意: r，y € X ， 

则称 ll . ll 为 X 上的范数，而 .11 称为 x 的范数 ( norm ), 这时称（ X ，||.||)为赋范线性 
空间 (normed linear space ). 

问题 2.1.2 若 || .|| 是线性空间 X 上的一个范数.则对于任意的： r 0 € Xj | x 0 || 
可以等于无穷大吗？ 

不可以.任意的 xo G X , || xo || 是一个固定的有限实数，不能是无穷大. 

问题 2.1.3 对于任意线性空间久，一定可以定义范数||-||,使得成 
为賦范空间吗？ 

是的.实际上,对于线性空间 X ，设 { e Q } 是 X 的 Hamel 基，则对于任意 : r e 久， 

n n 

存在有限个 e { e a } ，使得 : T 二 E . T ^, 定乂 || X || — 〉: \^i I j 不难验证 || • || 就疋 

i=l i=l 

X 的范数. 

问题 2.1.4 设（ X , || .11) 是赋范空间，则 X —定存在无穷多个范数吗？ 

是的.对于任意 A e i ?, A 〉0,容易验证 || x|| A = A || x || 都是 X 上的范数. 

问题 2.1.5 若 ( XJ . II ) 是赋范空间，则 ||x + y || = || x || + || y || 的充要条件是 
存在 A 使得 x = Xy 吗7 ^ 

不一定.在 i ? 2 上，定义 M = \ xi \-h | ar 2 |, 则对于 x = ( l ，0 )，y = (0, 1) e i ? 2 , 有 
|| x - hy || = 2, || x || + || y || = 1 十 1 = 2,故 ||:r + y || = ||: r || + || y ||, 但不存在 A 使得 x = Ay . 

另夕卜，若存在 A > 0, 使得 x = Ap , 则 || x + y || = (1+ A )|| x ||，|| x ||- h || y || = (1+ A )||: r ||， 
故 \\x + y \\ = ||x|| -f \\ y \\. 若 x = -y，x # 0, 则 1 |工 + 2/|| = ◦， 但 M + M = 2||x|| ^ 0. 
因此，即使存在 A 使得 x = 入 2/， ||x + 2 /|| = || ar || + || y || 也不一定成立. 
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问题 2.1.6 若（ X ， HI ) 是赋范空间，:则 | _一|_ | < |卜 y || — 
定成立吗？ 

是的.由于 ||x|| < [la?i||+||2/|| 和 II2/II < ||y-$||+IWI ， 故 I INhllyll I < \\x-y\l 
问题 2.1.7 在赋范空间 \ X ，|| • II )中，对于任意不为0,并且满足 || x || 彡 || y || 
的 x，y G X ,都有 


: r + 2/|K(2 — ^ )IMmWI + IMIO”ll+(2 




成立吗？ 
是的， 


■M. 

|x| 


，则 


l|x 〜 l= (1 ~ A) ^ NI ( m + 4 


<0- A )|| x || + “ + 蟊 


IMI = W - bll 


M + M - |MI ' 


并且 


lly[| = o(NI + NI)-^l W-IMII 


因此 


b + 2/ll<IWI — $(IWI + IMI) - gllWI — IMII + ~ + * II 2 /H 

=\\ X W ~ ^(ll x H + llyll) + 3(lkll - IMI) + U 

= IWI + IMI-(2||y"- 丄 + ! -llyll). 

\ X y J 


ll+ ( 2 — “ + 讚側 


类似地，不难证明 


Ikll + IMI < II 工 + y|| + 


M + M ) IWI 
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则 


啦， 0) = X] 7 


kzl 




但 


d{Xx,0) = ^2~ 


|A| |x t | 


^i!(l + |A| |xi|) 




|A|c/(x, 0) 


不一定成立 . 实际上取 x 0 = (1 ， 0,… ， 0), A 0 = ^则 


d(A o x o ,0) 


2 


+ 2 


而 

因此 


|Ao|d(xo,0) = - x -= 
ri(A 0 x 0 ,Q) 7 ^ |Ao|d(x o , 0 ), 


所以， d ( xo ,0) 不是 s 上的范数. 

问题 2.1.10 对于线性空间 X 上的度量 d , 它满足什么条件时， || x || = f /( x ,0) 

才能成为范数？ 

设 X 是线性空间 ， d 是 X 上的度量 ，在 X 上规定||刈二 d (: r ,0)， 则 X 成为赋 
范线性空间的条件是 

(1) cl ( x 、 y ) = d(x - y ,0), 对任意 a ;，y e X \ 

(2) d ( Xx , 0) = | A | d ( a :，0)， 对任意 x e X 和任意 \ e K . 

实际上，明显地， a : = 0时，有 || x || = 0. 对于任意 x € X , W || x || = d { x y 0) ^ 0, 
并且 || a :|| = 0时，有 d ( x , 0 ) = 0,故 x = 0. 

对于任意 A 6 和 : r € X ，有 || Ax || = d ( Ax ,0) = | A | d ( x ,0) = | A ||| x ||. 

对于任意 x , 2 / 6 X ，有 ||:r + y || = d(z + y ,0) = d ( x , ~ y ) ^ d ( x ,0) - f - d (0, - y )= 
IWI + IMI . 所以， HI 是 X 上的范数. 

问题 2.1.11 对于线性空间 X 上的度量 d , 若存在范数 HI , 使得对于任意 
工，2/€叉，有々礼2/) = ||0： — 2/||,则称度量 d 可由范数 导出. 非零线性空间 X 上的平 
凡度量 d 可由范数导出吗？ 

不可能.容易验证对于 x # 0，有 d (2 x f 0) = 1, d ( x ,0) = 1,因此， d (2 x f 0) = 
2 d ( x ,0) 不成立. 

问题 2.1.12 设 ( X ,|| • ||)是赋范空间 ，X # {0}，则在 X 上一 定存在非平凡 
的度量 d ， 使得 d 不能由某个范数导出吗？ 
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是的.实际上，当 a: = y 时，取 d ( x , y ) = 0;当 a: 与 y 不相等时，取 d ( x , y ) = 
||rr - y|| + 1，则 d 是X上的度量，但不存在某个范数|| • || l5 使得 d 由该范数导 
出，即 d(x，2/) = ||x — y||i . 这是由于 ||x|| = 1 时， d ( 2 x , 0 ) = ||2x 一 0|| + 1 = 3,但 
2 d ( x y 0) = 2||x — 0|| = 2,故， d(Ax, 0) = |A|d(jr, 0) 不成立. 

2.1.3 依范数收敛 


问题 2.1.13 什么是依范数收敛？ 

设久是赋范空间， { x n } C X , xo e X ，若 x n 依度量 d { x , y ) = ||x - y || 收敛于 
: r 0 , 即 lim || a: n - = 0,则称：依范数 || • || 收敛于吻，记为 

n—^oo 


问题 2.1.14 若 ( X ,|| • II )是賦范空间，则对于任意 r > 0, x 0 G X ,闭球 
B { x 0 , r ) 一定是凸集吗？ 

是的.对于任意 Xi , x 2 e B ( x 0 , r ) 和任意 A e (0, 1), 有 || a ； i - xo || ^ r , || a ： 2 - xo || ^ 
r , 故 ||Axi + (1 - X ) x 2 - x 0 \\ = || A(xi - x 0 ) + (1 — A )( x 2 - x 0 )|| < [A + (1 - A)]r = r , 
所以 ， hi + (1 - A ) x 2 € J 5( x 0 ， r )， 即 B ( x 0 i r ) 是凸集. 

问题 2.1.15 在赋范空间（ X ， || 」|)中，半径小的球能真包含半径大的球吗? 
在赋范空间（ X , 11.11) 中，若闭球丑 ( X2 ， r 2 ) 包含闭球 6 ( X1 n )， 则一定有 r 2 > ri , 
并且 || x 2 - xi \\ < r 2 — n 吗? 

在赋范空间 （ X ， H ) 中，半径小的球不可能真包含半径大的球.若闭球 B { x 2 , v 2 ) 
包含闭球 J 5( xi , ri ), 则一定有 r 2 彡 n . 

实际上，若 : Ti = X 2, 则结论明显成立.若 ： Ti # X 2, 令 Z = A + ri -^ ——则 

Ikl - ^ 2 \ 

||xi - z \\ = ri . 故 z B (: ri ， n )， 因此，2 e 召(工 2 ,厂 2 ), 故 ||之 — 工 2 || 彡厂 2 ， 因而 


故 

即 


\\z - X 2 \\ = (xi - x 2 ) 



|xi - X 2 



ri 、 

"工 1 — ^2||> 

+ ri ^ r 2 . 


^ 2 11/ 

< r 2 . 


^ r 2 . 


所以， n 彡 n ， 并且， ||xi - X2II ^ r 2 - ri ， 

问题 2.1.16 在赋范空间 （ X ，| H ) 中，若闭球 B ( x 2 ， r 2 ) 与闭球 ^( mn ) 相 
等，则一定有 n =『2,并且 A =❿吗？ 

是的.由前一个问题的讨论容易知道结论成立. 




2.1 赋范空间的基本概念 


• 61 • 


问题 2.1.17 设 （ X ， || - ||)是赋范线性空间，问开球卩 ( x 0 , r ) 的闭包是否一 
定是 闭球召 (抑， r )? 

是的.对于任意 y e X 、 若 y 在闭球 B ( xo , r ) 的球面上，即 || a；o - y \\ = r , 则容 

易知道= xo + (1 -士 )（ 2 / — 吻 ） e U ( x 0 , r ), 并且 | ly n — y || — 0,因此 U y . 

故 y 属于开球 U ( x Q ， r ) 的闭包，所以，幵球 (7( xo ， r ) 的闭包一定是闭球 B ( x 0 , r ). 

问题 2.1.18 设 （ X ，||， ||)是赋范线性空间，问闭球 B ( x 0 , r ) 内部是否一定 
是开球 [7( x 0 , r )? 

是的.不失一般性，只需证明以0为球心的闭球 B (0, r ) 的内部一定是半径一 
样的开球 f /(0, r ), 对于任意 y 6 X ' 若 y 在幵球 V (0, r ) 内 ， SP || y || < r , 则容易知道 

2/，备)，有 IWI < lk - y || + lly|l < - + IMI < r . 

因此, zet /(0, r ). 故幵球包含于开球[/(0, r ), 即 Z 属于 C /(0, r ) 的内部. 

所以，闭球 5(0, r ) 内部一定包含开球 t /(0, r ). 

若 y 在闭球 B (0, r ) 的球面上，即= r , 则无论多小的半径 e , —定存在: c ， 

使得 cc € U (. y ， e )， 并且 : r e t /(0, r ), 如取 z = - 士) y ， 故对于 2 = - a :， 有 

|| t / - z \\ = || i / - (2 y - x )|| = \\y - x \\ < e , 因此 2 ： e t /( 2 /, e )， 但 || 2 " = ||2 y - x || > 
|!2 y || - || x || > 2 r - r = r , 因而，无论多小的半径 e ， 开球 U ( y ， e ) 内的点不可能全部 
都在万(0，1)内，所以，2/不是 5(0,1) 的内点，故闭球 B (0, r ) 的内部一定是半径一 
样的幵球 C /(0, r ). 

问题 2.1.19 若赋范空间 X 的开球 C /( x 0 , r ) 包含线性子空间 M ， 则 M 有可 
能不是零空间吗？ 

不可能.对于任意 x G M , 由于 M 是线性子空间，故对于任意正整数 n , 有 
nx £ A /, 故 n:r € U { xo y r ), 因而， || nx || ^ \\nx - x 0 || H - || x 0 || < r + || x 0 ||, 所以， 

\\ x \\ < — (r + || a ? o ||) — 0 (n — 00 )， 故 M = {0}. 
n 

问题 2.1.20 设 M 是赋范空间 X 的真子空间，则 M 有可能是 （ X ，|| • ||)的 
开集吗？ 

不可能.实际上，由于 M 是线性子空间，故0 € M . 由 M 是开集可知存在开 
球 {7(0,^) = {x I || x || < e } C M . 因而对于任意 : r e X,x 一 0,有 . G f /(0， e ), 

2 IfII 

从而 e M , 由于 M 是线性子空间，故 x e M ， 即 M = X , 所以，与 M 是赋 

范空间 X 的真的线性子空间矛盾，故赋范空间 X 的真的线性子空间 M 不可能是 
X 的开集. 


s = r -\\ y \\ > 0,并且对于任意 z eU 
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问题 2.1.21 在赋范线性空间中，加法是连续的吗？ 

是的 • 若（ X， || • ||) 是赋浪空间 ， Xn — 工 0 ， ’i/n ~^ 2/0 ，则工 ’n + ?/n — 吻 + 如‘实 
际上，由 || (x n +y n ) ~~ (^0 + Vo) ||^| \ x n — 工 o|| + ||2/n _ 2A)|| 可知结论成立 • 

问题 2.1.22 若（ X ， || • ||)是赋范空间， — 邡，则 [M — || x 0 || 吗?反过 

来成立吗？ 

是的•由 ll^nll < ||x n -x 0 || -h l|a ： o|| 和 ||x 0 || ^ \\ x n -Xo\\ + ||x n || 可知 ， I ||x n || - 

ll x o ||| d 工 n - 怎。||，因此 11 工 nil — II 工 oil * 

||^ n || ||仰||时，不一定有〜 ¥ 实际上，在 C 。 中，对于第 n 个坐标取1， 
其他坐标都取0的序列 a: n = (0, 0, ••- ，0,1，0, . ♦ • )、有 \\ x n \\ = 1，但: r n 不是收敛 
序列. 

2.1.4 Banach 空间的定义和性质 

问题 2.1.23 什么是 Banach 空间？ 

设（ X ， || • ||) 是赋范线性空间，若 {x n } C X ， |b m — 〜|| — 0 (m，n — oo) 时， 
必有 : r G X ，使 ||x n - x|| — 0, 则称（ X， || . II) 为完备的赋范线性空间 (complete 
normed linear space ) 或 Banach 空间 (Banach space). 

问题 2.1.24 对于任意线性空间 X , —定可以定义范数 H |, 使得 （ X ,||.||) 

成为 Banach 空间吗？ 

不一定.设 X 二 {( Xi ) I x , 为实数，并且只有有限个：不为0}，则 X 不存在 
完备的范数 || • ||，使得（ X , H |) 是 Banach 空间. 

问题 2.1.25 C [ a , 6] 在范数 || a :|| = sup \ x ( t )\ 下是 Banach 空间吗？ 

t €[ a ,6] 

是的.在第1章已经证明 C [ a y b ] 在度量 d ( x , y ) = sup \ x ( t ) - y ( t )\ 下是完备 

t€[a,6j 

的度量空间，因此， C [ a , b ] 在范数 ||: r || = sup | x ⑴|下是 Banach 空间. 

te[a,b] 

问题 2.1.26 C [ a , b ] 在范数 ||： r || = / | x ( i )| dt 下是 Banach 空间吗？ 

J a 

不是.令 X n ( t )= ( 【二 = ) ，则不难验证 {： r n } 是的 Cauchy 列，但它不 

是收敛列，所以， C [ a ,6] 不是完备的赋范空间. 

问题 2.1.27 设为 [ a ,6] 到的所有具有连续一阶导数的函数.若范 

数 || x || = sup | x ⑺ I + sup | x ’ ⑴|，贝 ij ( C 1 [ a ,6]， || • II ) 是 Banach 空间吗? 

t€[a,6] tG[a,b] 

是的.设 {/n} 是 C 1 [ a , 6], 则 sup \fm(x) - /n ⑷ I < ll/m - /nil — 0,故 {/n} 

a ^ x^b 

看作 C [ a , b ] 的序列时，也是 Cauchy 歹 | J ， 因此，存在 / e C [ a . 6 j , 使得 f n 一 致收敛 
?IJ /GC[a, 6]. 
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另外，由 sup 1 / 二⑻ — /A(x)| 彡 ||/ m — / n || — 0 可知， 存在 g € C 】 [a ， 6 ]， 使得 

a ^ x^-b 

sup |/nUO - g{x)\ 0. 

a ^ x^b 

对于 任意 ： r G [a, 6] 和满足 x -f /i G [a,6],/i G R , 因此 

|[/(x +,0 -/( rr )]= lim Ufn{x - h ) - f n ( x )] 

h n—ootl 


lim - / fk(x + t)dL 

n-^oo n / n 


由于 { fn \ 一致收敛 到仏故 


[/(㈣-/ ⑻卜 ^ / f ； x ( X ^t)dt 


g{x + t)dt. 


既然贞 x) 是连续函数，因此 


/，w = E T U [/(a: + /l) - /(x)1 


= lim — / g(x -f t)dt = g(x). 
h^o h Jq 

因而 / G C T [a,6 ], 并且 sup \f , n {x) - f f (x)\ — 0 •故 

a ^ x^b 

||/n - /||= Slip \f n {x) - f(x)\+ SUp \f f n (x) - f(x)\ 
a ^ x^b 


所以， {/ n } 是 C l [ a , b ] 的收敛序列，故 Cja , 6 ] 是 Banach 空间. 

问题 2.1.28 如何在赋范线性空间中定义级数的收敛？ 

设（ X , || . ||)是赋范线性空间，记= Xi + : r 2 + • • • +〜，若序列 { S n } 收敛 

oo oo 

于某个 x e X , 则称级数^ x n 收敛 （ convergent )， 记为 x = ^ x n . 

n=l n = 1 

问题 2.1.29 设 X 为赋范线性空间 ， F = 则对任意 : re X ， a : 都可以写成 

OO 

一个收敛级数的和，且每 一项仏 都属于厂吗？ 

i = 1 

是的.实际上，对于任意 ： T G X ，由于 F = X , 故对 £：1 = 存在 Xi e 

F 、 使得 ||x - xJI < 同理，对于 a : - € X 和 e 2 = 士，存在 X2 e 使 

得 ||(x - x \) - x 2 || < £ 2 - 重复以上过程 n 次，则存在 xi , x 2> ••- , x n e F , 使得 
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: r e X ，故 { x nfc } 收敛，因此 { x n } 必收敛，所以（ X , || • ||)完备. 

问题 2.1.33 在赋范线性空间中，什么级数是无条件收敛的？ 

设（叉， || • ||)是赋范线性空间，用 I 表示正整数集 W 上的排列映射，若对于 

N 的任意一个排列 { TT ( n )}, 级数 f ； 都收敛，则称级数 f ^ Xn 无条件收敛 

n=l n=l 

(unconditional convergent ). 

问题 2.1.34 在赋范线性空间中，无条件收敛的级数一定是绝对收敛级数吗？ 

不一定.在 co 中，对于 e n = ((),••• ，0，1，0，〜)，级数 f ^无条件收敛到 

n=l 

工=但级数不收敛.所以，级数不是绝对 

V ^ ) 1 1 71# 71 TL 

、 ’ n=l 7i=l n=l 

收敛的. 

问题 2.1.35 任意无穷维 Banach 空间中，一定存在无条件收敛的级数不是 
绝对收敛级数吗？ 

是的.这是 Dvoretzky 和 Rogers 在 1950 年证明的.参见： Dvoretzky A , Rogers 
C A . Absolute and unconditional convergence in normed linear spaces . Proc . Nat . 
Acad . Sci .， 1950, 36: 192-197. 

2.1.5 Banach 空间的子空间 

问题 2.1.36 什么是赋范线性空间的闭线性子空间？ 

设 （久， 11.11) 是赋范线性空间，若 M C X 是 X 的线性子空间 (linear subspace ), 
则称 （ M ， || .11) 为 （ X ， 11.11) 的子空间，若 M 还是 （ X ， 11.11) 的闭集，则称 ( M ，11-11) 
为 （ X ， || • ||)的闭线性子空间 (closed linear subspace ). 

问题 2.1.37 Banach 空间的线性子空间都是闭的吗？ 

不一定•设 C [0,1] 为 [0,1] 上的所有连续函数 ， || x || = sup | a ; ⑴ I ， 尸[0, 1] 为 [0,1] 
上的所有多项式，则 尸[0, 1] 是 C [0,1] 的线性子空间，但巧 0, 1] 不是闭子空间. 

问题 2.1.38 若（ X ， ||. II )是 Banach 空间， M 为（ X ， || • ||) 的闭子空间，则 
( M ， || . ||)是 Banach 空间吗？ 

是的 • 反之亦然.实际上，设 （ M , || . ||)是 Banach 空间，当 〜 G M ， 且: — x 
时，则 {^ n } 为 M 的 Cauchy 歹 U , 因而 { x n } 收敛于 M 上的 一点， 故: r e M ， 所以 
M 是闭集. 

反之，设 { x 7l } c M 为 Cauchy 列 ，贝 (J { x n } 为 （ X ，|卜 ||)的 Cauchy 列，由于 
( X , || . ||)是 Banach 空间，故 { x n } 是收敛列，即存在 x € X 使 x n — a :. 又由于 M 
是 （叉， || • II ) 的闭子空间，故 a ; G M , BP 〜 在 M 中收敛于 x ， 所以 （ A /， |卜 ||)是 
Banach 空间. 
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问题 2.1.39 h 是 c 0 的子空间吗? c 0 是 L 的子空间吗？ 

明显地，集合 hCcoC Zoo , 由于 G 与 ca 的范数不一样，故 G 不是赋范空间 co 
的线性子空间 . CQ 的范数与 / oo 的范数一样，故 c Q 是赋范空间 L 的线性子空间. 

问题 2.1.40 设 1 彡 p < oo , 1 ^ < oo , 对于不同 的 p 和 l p 与 ~有什么 

关系？ 

对于 = |( xi ) ^ \Xi\ P < CX )!, 对于 p < q 、有 l p C lq . 

实际上，对于任意 x e / p ，||: r || < 1 时，有 ㈣ 彡 1, 故 Ia •卜彡 | n：W 对任意 《成 

OO OO 

立. 因此容易知道，当 x 6 / p , || x || 彡1时，有 [ \ xi\ p < 00 ， 故 [ \ xi\ q < oc ， 故 

X G l q . 由 Z p 和~都是线性空间可知 C 

不过应该注意到和~的范数不一样，因此 / p 不是 Banach 空间~的线性 
子空间. 


2.1.6 半范数与商空间 

问题 2.1.41 什么是半范数？ 

设 X 是线性空间 ，”为 X 上的一个实值函数，且 满足： 

(1) p(0) = 0; 

(2) p(x -f y ) < p { x ) + p ( y ), 对任意 x，y e X ; 

(3) p { Xx ) = \\\ p ( x ), 对任意 x e x , 任意 A e K ， 

则称 p 为 X 上的半范数 (seini norm ). 

问题 2.1.42 范数与半范数有什么关系？ 

明显地， X 上的范数一定是半范数，但对 X 上的半范数 p ， 由于 〆 W = (3 时 
不一定有 x = 0，故半范数不 一 定是范数.例如，在 co 中，定义 pi { x ) = | xi |, 易证 
Pi ㈤ 是 ^ oo 中的半范数，但对于 x = (0, 工 2 ， … ，工 n , . • • )， 都有 Pl(x) = 0,因此 P 
不是 《 oo 的范数. 

问题 2.1,43 有什么办法能使（X， P) 中的问题转化到赋范空间中来解决呢？ 

设 X 是线性空间， M 是 X 的线性子空间，若 : n - x 2 e A /, 则称 A 与: r 2 关 
于 M 等价，记为〜 x 2 ( M ). 

易知，等价具有下面的三个 性质： ' 

(1) X〜X (反身性)； 

(2) a ; 〜 y 推出 y 〜 x (对称性)； 

(3) a : 〜 y , y 〜 z 推出: r 〜2 (传递性) • 

明显地，若 M 是线性空间 X 的线性子空间，记无= { y | y 〜 ar ( M ), y e X }, 则 
x 的全体在加法 x -\-y = 和数乘 55 = o ： 无下是线性空间，称为 X 对模 M 的 
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商空间 (quotient space ), 记为 X / M . 在商空间 X / M 中，对0 G X ，6 = M ， 即0是 
X / M 的零元，而对 X / M 的每一元素元 f 都是唯一确定的，并且对于加法和数乘 
都是唯一确定的.在 X/M 上定义范数 || i || = inf {|| y || \ yex }, ( X / M ，|| . ||) 是 
赋范线性空间. ' 

利用上面的技巧不难证明，当 pb ) 为 X 上的一个半范数时，取 

M -={ x \ p ( x ) = 0}, ]\ x \\ = inf { p { y ) \ y e x }, 

则 ( X / M , ||.||) 是一个赋范线性空间，且对任意 xeX 有 \\ x \\= p { x ). 

问题 2.1.44 设 X 是 Banach 空间， M 为 X 的闭子空间，则 X / M 是 Banach 
空间吗？ 

是的.设: r n e X ，使得 J 2 x n 绝对收敛，则对于每个 n ， 可以找到 G X ， 

n=l 

oo oo 

使得％ = Xn ， 并且 II 4 II 彡 2|| J n || .故 ^2 ll^nll 彡 [ 2 Pn || < OO, 因此，级数 

n=l n=l 

oc 

在 Banach 空间 X 中绝对收敛，因此，它是收敛级数，因而，存在 : r G X ， 

n=l 

oo m m m 

使得 x = x \ x , 故由 ^ x\ x - x ^ x f n -x —► o 可知 ^2 % — 壬，因此， 

n=l n=l n—1 n=l 

oo oo 

x n = ^ x , n 是收敛级数，所以， X / M 是 Banach 空间. 

n=l n=l 

问题 2.1.45 设 X 是赋范空间， M 为 X 的闭子空间，若 M 和 X/M 都是完 
备的赋范空间，则 X —定完备吗？ 

是的.设 { x n } 是 X 的 Cauchy 列，由于对于任意 xeX, 都有 || x || = inf {|| y || | y e 
x ), 故对于任意 x £ X ， 都有 p || < 

(1) 由 { x n } 是久的 Cauchy 列和 \\ x m — x n \\ ^ \\tm - x n || 可知 {5 n } 是 X/M 
的 Cauchy 列.由于 X / M 是完备的赋范空间，故存在 F e X / M , 使得 p n - 列 — 0. 

(2) 由 x n - z = || x n - 2]| — 0 可知，存在子序列 z < 对任意正 
整数 fc 都成立. 

(3) 由商空间 X / M 的元素的范数的定义 P || = inf {|| y || \y Ex } = inf {|| y || 丨 2 /- 

X M \ 可知，存在价 G A /， 使得 || {^n k ~ z ) Vk < TTr, 因此，对于任意正整数 
fc ， Z , 有 

11 ^ - yi\\ ^ \\Vk + (Xn k ~Z)\\ + \\x nk - X ni || + || {x Tll — Z) + 扒||， 

因而， II 糾-奶 II — 0,由 M 是完备的赋范空间可知，存在2/ e Af ， 使得价 — y. 
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(4) 由 \\{ x nk — Z ) + 2/ fc || < 士:和 yfc — y 可得 a ： n fc 4 —y + 2 ：，因此 ， Cauchy 列 

{ x n } 包含收敛的子序列 { x nte }, 因而， { x n } 是收敛列. 

综合上面的讨论可知， X 的任意 Cauchy 列都是收敛序列，所以， X 是完备的 
赋范空间. 

问题 2.1.46 设 X 是不完备的赋范空间， M 为 X 的闭子空间，若 X/M 有 
可能是完备的赋范空间吗？ 

有可能.设 X = {{Xi) I Xi 为实数，并且只有有限个 A 不为0} ? || x || = sup \xil 
则（ X ， || • II )不是完备的，但 M = {( Xi ) e X | a 二0}，则 Af 是 X 的闭线性子空间， 
并且 X / M 与实数集只同构，因此， X / M 是完备的赋范空间. 


2.2 范数的等价性与有限维赋范空间 


2.2.1 范数强弱的比较和刻画 

问题 2.2.1 怎么比较范数的收敛的强弱？ 

设 X 是线性空间， || • L 和 || • || 2 是 X 上的两个不同范数，若对 X 中的序列 
{: r n } ，当 || a; n ~~ a ： c)||i — ^ 0时，必有 || x n — T0II2 — ()，则称范数 || • ||i 比范数 ||，卩2强. 
亦称 ||.|| 2 比 || .111 弱. 

若对 X 中的序列 xolh — 0 当且仅当 ||x n -xo|| 2 -0, 则称范数 

ll•l| 1 与 ll•l| 2 等价 . 

问题 2.2.2 怎么刻画范数的强和弱？ 


设 || • L 和||.|| 2 是线性空间 X 上的两个不同范数，则范数 || . || i 比 || • || 2 强 
当且仅当存在常数 C >0, 使得对任意 x e X 都有 || a :||2 ^ CMl 

实际上，若存在 C > 0,使|卜|| 2 彡 C || x || i , 则明显地，当 ||: r n - rrlh — 0时，有 
||^n ~ ^||2 ^ CUrCn — x||i —* 0,因而 II . ||i 比 II . ||2强. 

反过来，若范数 II . ||i 比 II • || 2 强，则必有 C > 0,使叶|| 2 < CIIxIIl 若不然， 


则对任意自然数 n ， 存在 : r n € X ，使 || x n || 2 > ? i || x n || i . 令 yn = 


Wl 2 


，则 


Vn 


ll^nHl i 
M2 n 


故 — 0 ||i —► 0，因而 || y n — 0"2 — 0, 但这与 ||lM _ 0||2 = |^—4| - = 1 矛盾，所以 

II 工 n||2 

必存在 C > 0, 使 ||x|| 2 ^ CII ^ Hx 对任意 xeX 成立， 

问题 2.2.3 怎么刻画范数的等价？ 
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设 II • 111 与 11.112 是线性空间 X 上的两个不同范数，则范数 INIi 与||.|| 2 等 
价当且仅当存在常数 G > 0, C 2 > 0,使得对任意 : r € X ，有 

CiHxlli ^ ||x|| 2 < C 2 ||x||i. 

问题 2.2.4 若 IHU 与 | H | 2 是线性空间 X 上的两个不同范数，且（ X ， ||.|| i ) 
和（兄 ll . lb ) 都是 Banach 空间，是否就一定有|| • 以与|| • || 2 等价呢？ 

不一定.若 （ X, || • ||)是无限维 Banach 空间，则一定存在不连续的线性泛函 /， 
故存在2/ € X ，使得 /( y ) = 1，定义算子 = 2/(0^, 则了 2 是恒等算子，并且 
|)x|| ! = M 是 X 的范数 ， （ X, HU) 是 Banach 空间，但|| • ||和|| • |U 不是等价 
范数， 

问题 2.2.5 若 X 为 [0,1] 上的所有一阶连续可导函数，范数 || a :|| = sup \ x { t)l 

i €[0, l ] 

则在（久， INI ) 存在与 hi 不等价的范数吗？ 

定义 M +1^(0)|,由于将 x ⑴都映为的/不是连续的线性泛函 
(实际上，对于 x n ( t ) = sin ( n 2 t ), 有 || z n || 彡1，但 \ f { x n )\ 彡 n ， 故/不是连续的).因 
此， Hh 与 || • || 不是等价范数，这是由于假如存在 C >0, 使得 IMU < C ||: r ||， 则 
|/( x )| ^ ( C - l )|| x ||, 但这与/不是连续的矛盾. 

2.2.2 有限维赋范空间的性质 

设 X 是 n 维线性空间， || . 1| 是 X 上的范数，则称（ X ， || • ||)为 n 维赋范线性 
空间. 

问题 2.2.6 什么是有限维线性空间的 Hamel 基？ 

若（又 || . ||)为 n 维线性空间， { Cl ， e 2 , …， 〜} 为 X 的一组线性无关组，则 
称 { q ， e2 ， …， e n } 为（ X ， || • ||)的 Hamel 基，此时对任意 x e X , x 都可以唯一 

n 

地表示成 ：r = ^ aiei ， 

»=1 

问题 2.2.7 设（ X , 11.11) 是 n 维线性空间， { ei , e2 , … ， e n } 是 X 的 Hamel 
基，则存在常数 Q 及 C 2 > 0使得 

< Ikll < c 2 ( fhl 2 

对任意 a : = otiCi 都成立吗？ 

1= 1 

是的.对于任意 a = (%) € K n , 定义函数 

n 

/⑷= 
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假设 (7 i = 0, 则有 /( a 。） = = 0, 故 

I ： 2 = 1 

i > n o . 

t=i 

由是 X 的 Hamel 基可知 a 2 (()) = 0, 从而 ao = 0, 但这与 a 0 € 5 矛盾. 

问题 2.2.8 有限维线性空间的任意两个不同范数都一定等价吗？ 

是的.设 X 是有限维线性空间， || • h 与 || • || 2 是 X 上的两个范数，则存在常 
数 G > 0, C 2 〉0使得 

CiHxlli ^ || x || 2 ^ C 2 || x || i . 

问题 2.2.9 存在线性空间 X ，对 X 上任意不同范数，序列的收敛性都一 
样吗？ 

是的.有限维线性空间就具有这样的性质. 

问题 2.2.10 若线性空间 X 的任意两个不同范数都一定等价，则 X —定是 
有限维的吗？ 

是的.假如 （ X ，|| • ||)是无穷维的赋范空间，则由 Zorn 引理可证一定存在包含 
可数个线性无关的 q 的 Hamel 基*5,定义 /( e ^) = 2 || e t ||, 对于 S 中的其他元素, 

/ 都取0,当 ： r G X ， a : = [ a 必，々 G S 时， f ( x ) = 则 / 是 X 上 

的线性泛函，并且 sup = +00 ,因此，/为 X 上的不连续的线性泛函.定义 

INI 

IWIi = IWI + 1/(41，则不存在常数 c > 0,使得 IMh < C || x || 对任意 : r e x 都成 
立，所以， HI 与 H | i 不是等价的 • 

问题 2.2.11 有限维的赋范线性空间一定是 Banach 空间吗？ 

是的•若 { x m } 为 n 维赋范线性空间（ X , || • ||)的 Cauchy 列，则对于 X 的 

n 

Hainel 基 { e !， e 2 , …， e „}， 有 : r m = y ^ Q - m ) ej , 由 

t=i 

/ n \ 5 / n \ k 

Q EM 2 ^ || x ||^ C 2 ^| a ,| 2 


可知 { a 7 ( m ) } 亦为 Cauchy 歹 lj , 故存在 a t € K ， 使得 a - m) —> ai , 因而有 a = ( a ^), 


使得 
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令 x = 则 || x m — x || — > 0,因此 { x m } 是收敛序列，所以 I 是完备的. 

1 = 1 

问题 2.2.12 若线性空间 X 的任意范数都一定是完备的，则 X —定是有限 

维线性空间吗？ 

是的.假如( X , || • ||)是无穷维的 Banach 空间，则由 Zorn 引理可证一定存在 
包含可数个线性无关的的 Hamel 基叉定义 }{ e x ) =彳||4|，对于 S 中的其他元 
素，/ 都取◦，当 X e 入 ， x = OLjXi.Xj e S 时， /( a :) = ^ OLif { xi ), 则 / 是 -Y 上 

的线性泛函，并且 sup = + oo , 因此， f 为 X 上的不连续的线性泛函.定义 

Ikill 

\\ x\h = || x || + |/( X )|, 则 || rr || < IHh 对任意 xGX 都成立，并且 || . || 与 || • ^ 不是 
等价的，故（ X ， || • | U ) 不是完备的，否则用逆算子定理可以证明范数 || • || 与 || • |h 是 
等价的. 

问题 2.2.13 若赋范线性空间 X 的任意子空间都是闭的，则 X —定是有限 

维的赋范空间吗？ 

是的.若 X 是无穷维的赋范空间，则一定存在不连续的线性泛函/,令 M = 
kerCf ), 则 M 是 X 的子空间，并且 M 不是闭的.这是由于若 M 是闭的.则/ 一 
定是连续线性泛函，矛盾. 

问题 2.2.14 设（ X ，||_||)是有限维的赋范线性空间，则 M CX 是紧的当且 
仅当 M 是有界闭集吗？ 

是的.设 {en e 2 ， …， e n } 为（ X ， || • ||)的 Hamel 基，则对任意 x e X , ^ 
x = 而. 定义到 X 的算子 T : 


Ta = Y y 





则存在 Ci > 0, C 2 > 0, 使得 



^ ll^all ^ C 2 



从而： r 是到 x 的连续算子，且是 一一 对应的. 

由 Cl < ||Ta || 可知 r_ l 是； (：到 /(" 的连续算子，因此: T 是 

到 X 的拓扑同构.所以 M 是紧集当且仅当 r^M ) 为的紧集，从而 M 
是X的紧集当且仅当 M 是有界闭集. 
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2.2.3 有限维赋范空间的刻画 

问题 2.2.15 什么是 Riesz 引理？ 

Riesz 引理 设 M 是赋范线性空间（ X , || • ||)的闭真子空间，则对任意 ◦ < 

e < 1,存在 e X , \} x e || = 1,使得 

||ar - x £ \\ > £ 

对任意 x e M 成立. 

实际上由于 M 是 X 的闭真子空间，故 X \ M ^0, 故存在洲 e X \ M ， 令 

d = d ( y 。， M ) = inf{||2/o - x \\ \x € M }， 

则 d >0. 

对任意 0 < £ < 1，由 d 的定义可知，存在 xo e M ， 使得 

d ^ ||yo - x 0 \\ < 

£ 

令 X e = - ^ yy ， 则 || X £ || = 1, 且对任意 : T G M , 有 

N 2 /o - xq \\ 

l|x ~ Xe|i = Ih - |^^ ll^-(-o + l | yo -41 x )11. 

由: r 0 e A /, T e M 和 M 是线性子空间可知 

xo + ||yo - x 0 \\x e M, 


因此 


||yo — ( 工 0 + ||yo — 11^)11 ^ 


故 

e 

问题 2.2.16 在 Riesz 引理中，若子空间 M 包含入的单位球面，则对于任意 

11^11 = 1,都有 d(x, M) = 0，因此找不到 a ： g ：， 使得 || 々 — x\\ ^ £对任意 x e M 都成 
立吗？ 

是的.如果子空间 M 包含 X 的单位球面，则对于任意 : r e X , X # 0,有 
士 €知，故士 e Af , 由于 M 是线性子空间，故 x e M , 故 M = X ，从而 M 不 

Nl IWI 

是 X 的真子空间.所以， Riesz 引理的条件不满足. 

问题 2.2.17 在 Riesz 引理中，若取 1， 则一定存在 々 e X ， || a || = 1， 使 
得 ||:c — x e \\ ^ e, 对所有 x e M 都成立吗？ 
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令 n — oo 可知 / xo(t)dt ^ L 

Jo 

( e ) 由于 a：o e X ，并且 ||. x 0 || = 1 和 x o ( 0 ) = 0 ，故对于任意 f e [ 0 , 1 ]， 有 

\ x 0 { t )\ < 1 , 由 x 0 ⑷在 [ 0 , 1 ] 上连续和 x o ( 0 ) = 0 可知/ x 0 ( t)dt < 1 , 矛盾. 
由反证法原理可知，结论成立. ° 

问题 2.2.18 在 Riesz 引理中，若 M 是 X 的有限维真子空间，则对于 e = 1 , 
一定存在 A e X || x e || = 1 ，使得 ||x - a : e || > e ， 对所有 X e M 都成立吗？ 

是的.由于 M 是 X 的真子空间，故存在 2 / 0 不属于 M ， 由 M 是有限维子空间 
可知 M 是闭子空间 ，故 d = d ( y 0l M ) > 0 . 由于 d = inf {|| t/o - x \\ | x e M } 可知存 

在: r n G W 足 c / < \\yo ~ II < d 十 — ，故 

n 

Iknll ^ llyo - x n " + || yo || < ||" o || + a + 1 ， 

因此，序列 { x n } 是有界的，由 M 是有限维子空间 可知， 存在: - x 0 E M , 因而 

由 J < 112/0 ~^n k \\ < 一 可知 || 认 ) —X 0 || = 汰 

nk 

令 A = d X ° ，则 ||: c e || = 1 ，并且对于任意 .x G M , 都有 

II 工 e — 工 || = ^ ° — $ = - ||yo — （工 o + ^)11 彡豆 = 1* 

问题 2.2.19 设 X 是赋范线性空间， M 为 X 的非零闭真子空间，则对于任 
意 0 < e < 1 ，都存在 / e e x , ll/ll = l ,|| x £ || = 1 , 使得 /( M ) = 0 ,并且 

f ( x € ) = d ( x e ， M ) = 6 •吗？ 

是的. 若 y e X 、 y 系 M ， 则容易验证 d = d { y , M ) > 0 , 故存在 2 e M , 使 
得 d 彡 ||y - z\\ < 令： ~~ 则 = 1 ，并且 || a： e - w ;|| > e 对任意 

weM 都成立，故 d { x ei M ) ^ e >0. 因而存在 / € X *， j |/|| = 1 ，使得 ker (/) D M , 
并且 f { x £ ) = d ( x £ , M ) 彡 s . 若 d ( x e , M ) = e , 则需要证明的结论已经成立.若 

d { x ei M ) > t 取： r ' G M , x ' ^ 0 , 对于亡 e [0,1], 定义心 = [- ~~ ^^ 7 ,既然 

I \ x e + (1 - A ) x / || 

fM = f ( iioT -^^ jllo ^ i ,) = /( 〆 ）= 0 和 f ( x x ) = f ( x e )> s . 因此，必有某个 

t ,、 使得 f { x t ) = d { x u M ) = e , 并且 ||: c t || = 1. 所以，结论成立. 

另外 ，若 M 为 X 的非零闭真子空间，则对于任意0 < e < 1，由 Riesz 引理可 
知存在 ||. t £ || = 1,使得 ||. r e — x || > e 对任意 : r e M 都成立，因此， d ( x E , M ) 彡以 
上的结论可以看作是 Riesz 引理的推广. 
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问题 2.2.20 赋范线性空间（ X , || • ||)是有限维的当且仅当 X 的闭单位球 
B x = { x \ :| H 彡 1} 是紧的吗? 

是的.明显地，只需证明 Bx 是紧的时候，叉一定是有限维的. 

反证法.假设是紧的，但 X 不是有限维赋范线性空间，对于任意固定的 
X \ G X , || xi || = 1，令 Mi = span { xi } 二 { Ao*ie /(}，则 是一维闭真子空间，取 

e = |，由 Riesz 引理可知，存在心 G X ，||心|| = 1且 ||$2 — x || > $对任意 : r G Mi 
成立，从而 - nil > 同样地，令 Af 2 = spanh ， x 2 }， 则 M2 是二维闭真子 
空间，因而存在: r 3 e X , || x 3 || = 1，使 || z 3 - x || > ^对任意 j ： € A / 2 成立，从而 
|以 一 Till 〉 2 且 11^3 - ^2|| > 2 - 

利用归纳法，可得一个序列 { x n } C Bx ^ 对任意 m / 71 ，有 

I |*^m ~~ *^n 11^2* 

因而 { x n } 不存在任何收敛子序列，但这与是紧集矛盾，由反证法可知 X 是有 
限维赋范线性空间. 

问题 2.2.21 若赋范线性空间 （ X ， H - II ) 是无穷维的，则一定存在 {〜}, 满足 
|| x „|| = 1，并且 || x m - x n || ^ 1对任意 m ^ n 都成立吗？ 

是的.由于 . Y 是无穷维的，故存在 a e X ， || x * i || = 1，令 Mi = span {: ri }， 则 

Mi 是一维闭真子空间，故存在 X2 e X , || a ：2|| = 1且||心 - x \\^ \ 对任意 x € Mi 
成立，从而 || x 2 - a ： i || > 1. 同样地，令 M2 = spanh ， 心},则 M 2 是二维闭真子 
空间，因而存在: r 3 € X || x 3 || = 1,使 || x 3 - x || > 1对任意 z G A / 2 成立，从而 
|| x 3 - xi [| 多 1 且 || X3 _ x 2 ||> 1. 

所以，用归纳法就可得到一个序列 { x n }, || a : n || = 1,并且对任意 m # n ，有 

| |*^m — *^n |^1* 

问题 2.2.22 若赋范线性空间（ X ， || • ||)是无穷维的，则对于任意 e 〉0,都 
一定存在 { x „}, 满足 ||rr n || = 1 ， 并且 || x m - x n || ^ 1 + £对任意 m + n 都成立吗？ 
是的.这是 Elton 和 Odell 在 1981 年证明的. 参见: Elton J, Odell E. The unit 
ball of every infinite dimensional normed linear space contains a (1 + £：)-separatod 
sequence. Colloq. Math. ， 1981, 44(1): 105-109. 

问题 2.2.23 赋范线性空间 X 是有限维当且仅当 X 的每个有界闭集是紧 

的吗？ 

是的.若 X 的每个有界闭集是紧的，则它的闭单位球也是紧集，因此， X 是有 
限维.反过来，若赋范线性空间 X 是有限维，则它的闭单位球也是紧集，因此，对于 
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任意自然数 n ， 半径为 n 的闭球是紧集.故对于任意一个有界闭集 M , —定存在某 
个正整数 n , 使得 X 的半径为 n 的闭球包含 M ， 由于紧集的闭子集一定是紧集 ，所 
以容易知道 M —定是紧集. 

2.2.4 有界集与紧集的关系和刻画 


问题 2.2.24 在线性空间 X 上， 有可能存在范数 IH ， 使得 X 所有的子集都 
是有界的吗？ 


不可能，实际上，对于任意范数 || • ||，取 G # 0 .令〜= 
一定不是有界的. 


nxo 

Ikoll 


则 {〜) 


问题 2.2.25 若 （ X ，||」|) 是赋范空间, X 有可能是紧集吗? 


不可能.实际上，对于 e # 0 ,取: r n = ，则:^ € X ，但它没有任 

II 工 oil 

何收敛子序列，所以 X —定不是紧集. 

问题 2.2.26 在（7[0，1]中，什么是等度连续？ 

设4 C C [ 0 , 1 ]，若对任意的 e > 0 ,都存在5〉 0 ,使得对任意的 f e A , 任意 
的 x，?y e [ 0 ， lj ， 当 |x - y | < 6 时，一定有 \ f { x ) - f ( y )\ < e , 则称 4 是等度连续的 


(equicontinuous). 

问题 2.2.27 在 C [0,1] 中 ， A = { x ( t ) I \ x { t )\ 彡 1} C (7[0, 1] 是 C [0,1] 的有界 
闭集吗？ 4 是等度连续的吗？ 

.4 是 CIO , 1] 的有界闭集，但不是等度连续的.实际上,容易知道 x n ( t ) = sinnte 

A . 取 eo = 1，则对于无论多小的 6 > 0, 只需取正整数 fc ， 满足 | < 5, = 2 k ， t k = 

k 

— , to = 0, 则容易知道 € [0,1], 并且 — (。| < 6， 但 


sinUktk - sinnfc0| = 


ji 


sin 


三 0, 


因此，序列 { sinni } 不是等度连续的，所以，乂也不是等度连续的. 


问题 2.2.28 等度连续与一致收敛性有哪些关系？ 


[ 0 , 1 ] 上的函数列一致收敛性定 义：设 x n { t ), x { t ) G C [ 0 ， 1 ]， 若对任意 e 〉 0 ,存 
在 AT , 当 n > AT 时，有 \ x n ( t ) - x ( t )\ < e 对任意尤€ [ 0 , 1 ] 都成立，则称函数列 
{〜⑴}在 [ 0 , 1 ] 上一致收敛于 x { t ). 

等度连续与一致收敛性有下面的关系： 


( 1 ) 若 M )} 在[ 0 ， 1 ]上等度连续，则对任意自然数 n ， 每个⑷在 [ Mj 上 
都是一致连续的.反过来不一定成立，对于每个 n ， 每个 : r n ⑴在[ 0 ， 1 ]上一致连续 
时，{〜⑷}在 [ 0 , 1 ] 上也不一定等度连续.实际上，在 [ 0 , 1 ] 上，取〜⑷= A 则 
⑴在[ 0 ， 1 ]上一致连续•但 { x n ( t )} 不是等度连 续的. 
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(2) 若对于任意 n ， 每个〜⑴在[0 ，1]上都是连续的，并且{〜⑴}在[0，1]上 
一 致收敛，则{〜⑴}在[0，1]上等度连续. 

(3) 若{〜⑴}在[0 , 1] 上等度连续,而且对任意 f e [0, 1], 数列 { x n ( t )} 都是收 
敛的，则{〜⑷}在 [0,1] 上一致收敛. 

问题 2.2.29 有 [0,1] 上等度连续函数列的例子吗？ 

对于固定的正实数 M ， 设 i 7 = { x (^) G C [0,1] I \ x ( t ) — x (. s )| ^ M\t - s | 对于任 
意 G [0, 1] 都 成立} •，则 F 是等度连续的.例如， i 7 = {^ a(0 ^ C [0, 1] \ x a ( t ) = 
sin{t + a ), a e ；?}， 则 F 是等度连续的. 

问题 2• 2• 30 如何判断一个集合是相对紧集？ 

要判断一个集合是相对紧集是很难的. 

(1) R 11 中的集合 F 是相对紧集当且仅当 F 是有界的. 

(2) Arzela - Ascoli 定理： C [0,1] 中的集合 F 是相对紧集当且仅当 F 是有界的 
和等度连续的. 

OO 

(3) 在 / p (l < p < oo ) 中，有界集 F 是相对紧集当且仅当 lim ^= 0对 

n—>oc ^ 
i=n 

oo 

所有的 xeF 一致成立.即对任意的 s > 0, 存在 N , 使得 n 〉 7 V 时，2 5 

对所有的 xeF 都成立. l _ n 

问题 2.2.31 设 A C C [0，1], 则乂是紧的当且仅当4是有界闭集，且 A 是等 
度连续的吗？ 

是的，这是 Arzela - Ascoli 定理.若 Z 是紧的，则不难知道乂是有界闭集，并且 
A 是等度连续的.反过来，若 A 是有界闭集，且4是等度连续的，欲证明，4是紧 
集，证明可以分为下面3 步： 

(1) 容易知道[0 ，1]是可分的，故存在可数个点 *5 = { t n }, 使得 S 在[0，1]中 
稠密. 

(2) 对于任意：^ e A ， 只需证明&存在收敛的子序列. 

( a ) 由于 { x n (^ i )} 是有界数列，故由 Bolzano - Weierstrass 定理可知它存在一个 
收敛的子序列，记为 { Xi . n }； 

( b ) 由于 { x hn { t 2 )} 是有界数列，故它存在一个收敛的子序列，记为 { x 2 , n }； 

(C) 不断这样下去，就可以得到一个序列如下 

工 1，1 工1，2工1，3 … 

工 2，1 ^2,2 ^2,3 … 


^ m,l ^7 n ,2 ^- m ,3 
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( d ) 这样，容易验证 : r n ， n 在 S 的每个点都是收敛的. 

(3) 为了方便，记= f n 、 n ， 则对于任意 e > 0,由于4是等度连续的，故存在 
J > 0,使得 \\ t - s \\ < (5 时，都有 \ u n ( t )- u n { s )\< e /3. 取定 M > 1/ J , 则存在有限个 
点的子集 G A 使得对于每个 k [0, 1]，都有某个 4 g 5 a /, 满足 | 《- M < 1/ M . 
既然 C / n 在有限个点的上的每个点都是收敛的，因此一定存在正整数 iV ， 

使得 

m ， n 〉 iV 时，有 | u n ( s ) — 7 i m ⑷ | < e /3 , 对任意 s e Sa / 成立. 

对于任意 （G [0,1]， 存在 s € Sm ， 使得 R <么故当 m，n > TV 时，有 


|'".n(0 _ (0 I ^ |u n (^) — ?i n (S)| + \ lLji (.S') 一 1/^(6’)| + |u m (s) — Urn (0 | 

< e/3 + e/3 + E/3 = £• 


因此， { u n } 是 { x n } 的 一 致收敛意义下的 Cauchy 歹! J , 由于 C *[0,1] 是完备的，故 { u n } 
是 { x n } 的收敛子序列.所以， A 是紧的. 

问题 2.2.32 设 ( X , d ) 是度量空间，对于 /€ C (； O ， a >0, 令 


U) = Slip 
X 爹 y 


1/ ㈤ - f { y )\ 

d ( x , y) a 


若 X 是紧集，则 M = {fe C ( X ) I ll/ll ^ hN a ( f ) < 1} 是 C ( x ) 的紧集吗? 
是的.对于任意 e > 0,令6 = e 1/a ， 则 d { x , y ) < (5 时，有 


1/⑷一 f { y )\ ^ d { x , y) a < e . 


因此， M 是等度连续的. 

另外，由于任意/ G A /, 都有11/11彡1,故 M 是 C { X ) 的有界集.若/„ € 
M，/ n — /,则 ||/|| < 1，并且 N Q ( f ) < 1, Silt , M 是闭集.所以，由 Arzela-Ascoli 
定理可知 M 是紧集. 


问题 2.2.33 设 / 是实数集 R 上的连续函数， f n { x ) = /( no :)， 若 {/ n } 是等 
度连续的，则/ 一定是常数吗？ 

是的.由于 {/ n } 是等度连续的，故对于任意 e 〉0,存在 (5 〉0,使得 \ x - y\<S 
时，有 |/ n ( x ) - f n ( y )\ < e 对任意 neN 都成立.对于任意 x G r , 有足够大的正整 


数 n ， 使得 i 

n 


< 5,故 



/(0) = f(n - 0) = / n ⑼，因此 


< e ， 由于 f ( x ) = f 



\f( x ) ~ /(0)l = fn D - fn ⑼ < S. 

既然 e 是任意的，因此， |/( x ) - /(0)| = 0,故 /㈤ =/(0) 对于任意 xeR 都成立， 
所以，/ ㈤ 是 常数. 
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问题 2.2.34 设 a < 6 , ce [ a , 6 ], 若 / n 为 [ a , 6 ] 到 的可导函数，并且 sup {|/ n ( c )|| 
neN } < OD , sup {|/^( x )| 1 ri € TV,x e [ a , 6 ]} < 00 ,则 { f n } 一定有收敛的子序列吗？ 
是的.记 M = sup {|/ n ( c )| | n e N }, M ' = supfl /^ x )! | n e N、x e [ a , 6 ]} •由 
中值定理可知 

\fn{x) - f n ( y )\ = l / n ( 0l - ~ V\ ^ M f \x-y\. 

因此，容易验证 {/n} 是等度连 续的. 

另外，由于 \f n {x)\ ^ |/n(c)| + |/n ⑻- fn{c)\ < |/ n (c)| -f \fn(0\\ x — c| < M + 
M ( \ x - c \ ^ M + M f \ b-al 故 {/n} 是 c [ a ， 6 ] 的有界集.由 ArzeltAscoli 定理可知 
{ fn } 的闭包是紧集,所以， {/n} —定有收敛的子序列 • 

问题 2.2.35 若 / n 为[0，1]到 i ? 连续函数 ， /n ㈨ = x n ，则 F ={ f n } 的闭包 
一定是 C [ 0 , 1 ] 中的紧集吗？ 

不是.容易知道 F 是有界集，但 F 不是等度连续的.实际上，对于印= 0 . 1 ， 
无论多小的（5，都存在 : r = 1 — |， 2 / = 1 ，满足 但 |/ n ( x ) - fn{y)\ = 

"-l > 5 o = 0 . 1 , 这里的 n 满足 & — 0"<0.9,所以， F 的闭包不是紧集. 

2.3 Schauder 基与可分性 

2.3.1 Schauder 基 

问题 2.3.1 什么是线性空间的 Hamel 基？ 

设 X 为线性空间，若 S 是 X 的一个线性无关集，对任意 XGJC , x 都可以唯 
一地表示成 S 中有限多个元素的线性组合. 

问题 2.3.2 任意非零的线性空间都一定有 Hamel 基吗？ 

是的.证明要用到 Zorn 引理. 

问题 2.3.3 什么是 Schauder 基？ 

Banach 空间（久，|| -1|)中的序列 { x „} 称为 X 的 Schauder 基 (schauder basis ), 
若对于任意 XGX , 都存在唯一数列 {a n } C K, 使得 

0 O 

X ―― 〉: ( XjiXji . 

n=l 

问题 2.3.4 Hamel 基和 Schauder 基有什么区别？ 

Hamel 基和 Schauder 基的主要区别是 Hamel 基对任意 x 的线性表示都是有 
限和，但 Schauder 基对： r 的表示可以是无限和的形式.例如，设〜为第 n 个坐标 
为 1 ，其他坐标都为 0 的点，则 {e n } 是 co 的 Schauder 基,但容易验证 { e n } 的有限 
线性组合构成只有有限个坐标不为 0 的数列空间，因此, {〜} 不是 co 的 Hamel 基. 
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问题 2.3.5 在线性空间 X 中可以定义 Schauder 基吗？ 

不可以.在没有范数的线性空间 X 中不可以定义 Schauder 基，因为 Schauder 
基的定义用到了无穷级数，不利用范数是无法定义收敛性的，因此，没有办法定义 
无穷级数.在线性空间； C 中可以定义 Hamel 基，它不需要该线性空间具有范数. 

问题 2.3.6 若 {〜} 是赋范空间 X 的 Schauder •基，则 { ej 是线性无关集.反 
过来，若 { e t } 是线性无关集，则 { ej 是 { e t } 生成的闭子空间 M 的 Schauder 基的 
充要条件是什么？ 

是生成的闭子空间 M 的 Schauder 基的充要条件是存在常数 A ' > 0, 
使得对于任意 (Xi 、 m，n e N ， 有 


E 

i=i 






71 


E 


Of, 


对所有的 m ^ n 都成立. 

问题 2.3.7 Co, lx . Ip (1 < p < oo ) 都有 Schauder 基吗？ 

是的.在 Co (或 /i, 或 / p ) 中令 e„ = (0, …， 0, 1 ， 0,…) ，则 { e n } 为 Schauder 基 • 
问题 2.3.8 {e n } 是 Zqo 的一个 Schauder 基吗？ 

n 

不是.对于抑=( 1 ， 1 ， • • . ， 1 ， • • •）e / oo , 由于 X 0 - J 2 e i 故序列 S n = 

i—l 

n oo 

ej 不收敛到: ro, 故 xo = ^ ei 不成立.所以 {e n } 不是的 Schauder 基. 

2=1 i=l 

问题 2.3.9 若賦范空间 X 有 Schauder 基，则 X 的共扼空间也一定有 
Schauder 基吗？ 

不一定 . 丨 1 有 Schauder 基，但 ii 的共辄空间 Zqo 没有 Schauder 基. 

问题 2.3.10 设 c 为所有收敛的实数数列，||圳 == sup|x 丄记 e 0 = (1 ， 1 ,…， 
1， • •. ），贝 ’J {eo, ei,e 2i * - - ， e n , • • •} 是 c 的 Schauder 基吗？ 

是的.实际上，可分两步来 证明： 

( 1 ) 先证明对于任意 T e c ， x 可以用 eo , ei , e2 ,. • • ， e n ,. •. 线性表出. 

若 x e c , 并且 lim a = a ，令 

i—oo 


n 

x n = aeo + — a ) ej , 

i=i 

则对于 1 < i < n ， 有 

(n) 

x\ = a + Xf — a = Xi, 


对于 i > n , 有 
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故 


1 



(n) 

*^n 1 

=sup 

Xi - 



||a: — x 

由于 lim Xi = a ， 故 lim ||a: — x n 


sup \x{ — a| 

i>n 


◦， 因而 


x = aeo + — c\)ej 

(2) 下面证明 rr 的表示是唯一的 . 

OO 

假设 a: = "eo + ^ Pie n 是 x 的另一个表示，令 


71 = 1 


n 


Vn = /^0 + / : e j 


则当 1 彡；彡 n 时，有 


当 i 〉 n 时，有 


Xn) 


0 H - Pi , 


•⑻ 


/?• 


因此对于 i < n, 当 n —► oo 时，有 


\P + Pi — X{\ = |y{ n ) — ^ \\y n — x|| —> 0. 

故对于每个 i 彡 1, 有 p-\~Pi-Xi = 0, 因此对于任意 1 < i < n ， 有以 … = = x x . 
因而 


Ik - VnW = SUp 

- y[ n) 

=sup 

- yl n) 

+ sup 

- y[ n) 

=sup \xi - (3\ 



1 


i^n 


i^n 


由于 2/n — A 故 /? = Uni a = a ， 并且对于任意 i > 1 ，都有 

i — *oo 

— Xi 一 (3 = 一 Of. 

因此， : c 的表示是唯 一的 . 所以， {e 0 ,ei,e 2 , … ， e n ， … } 是 c 的 Schauder 基 . 
问题 2.3.11 C[0,1] 中有 Schauder 基吗? 

1928 年， Schauder 还在 C[0,1 ] 中构造 一 组基，因而 C[0, 1] 也具有 Schauder 
基 . 实际上，对于 n = 0,1 ，令 x 0 {t) = \ i x l {t) = t. 对于 A ： > l〆- 1 < n < 2 k , 定义 

' 2 k [t- (2~ fc (2n - 2) - 1)1 ， 当 x € J n 时， 

^n(0 ― ^ 1 — 2^[t — (2~^ (277. — 1) — 1 )]， Hj| G 人时， 

0 ， 其他 . 


这里 A = [2~ k {2n - 2), 2^(271-l)),J n = [2~ /c (2n- 1), 2_ fc 2n) ， 则 {x n } 是 C[0, lj 
的一个 Schauder 基 . 
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问题 2.3.12 设 X 是有限维 Banach 空间，{^}^ =1 为 X 的 Schauder 基，则 
存在€ X '使得 fi ( xi ) = 1，且 伽 )= 0,对 i j 成立吗？ 

是的.实际上，令风= span { x ^ | i ^ j }, 则 紙 是 n - 1 维的闭子空间，且 
Xi 拿 Mf , 由 Hahn-Banach 定理可知存在仏 € X *，||^|| = 1,使得 giixi ) = d { x ^ Mj ), 

且 〆 x ) = 0 对任意 x e Mi 成立，令力= ( 认 .』 1 'i 、 ， 则 /i 6 X %且 fi(xi) = 1, 
fi ( x j ) = 0 对任意 i + ] 成立 • 

2.3.2 赋范空间的可分性 

问题 2.3.13 什么是可分的赋范空间？ 

( X ， || • ||)是赋范线性空间，若存在可数集 M C X ,使得 M = X , 即可数集在 
X 中稠密，则称 X 是可分的 ( separable ). 

问题 2.3.14 R n 是可分的赋范空间吗？ 

是的.这是由于有理数集 Q 是可数集，且 0 因此是可分的.因此， 7?" 
也是可分的赋范空间. 

问题 2.3.15 对于1彡 p < - foo , l p 都是可分的吗？ 

是的.因为取 M = {{ Xi )\ 存在 iV , 使得当 i 〉 iV 时，而= 0 ,并且 i < iV 
时，： q 都是有理数 } ，则 M 是可数集，并且 I ? = / p . 实际上，对任意 I € 由 

I 

<+ 0 °可知，对任意 £> 0 ,存在 7 V ，使得 f ，取有理数 

\ z = 1 / i = yv+i 

e v 

奶，…， 伙 ，使 2 ^f ki ~ X i \ ]， < j ， 则 = (<7 l ， 92， * * * ? QNi 0 , …， 0 ) G M ， 且 

i=l 

/ N oo \ p 

ll^e - x ll < ( E kt — x i\ P + ^2 j < e ， 

\i=l i=/V+l / 

因此 M = Z p ， 所以 Z p 是可分的. 

问题 2.3.16 C [ a , b ] 是可分的赋范线性空间吗？ 

是的.由 Weiersti ^ s 逼近定理可知，对任意 xeC [ a , 6 ], 必有多项式 || p n - x || — 
0 ,取 M 为 [ a , 6 ] 上有理系数的多项式全体，则 M 是可数集，且 M = CV ， 礼因而 
C [ a , 6 ] 是可分的赋范线性空间. 

2.3.3 可分与 Schauder 基的关系 

问题 2.3.17 若赋范空间（ X ， || • ||)有 Schauder 基，则 X —定可分吗？ 

是的.实际上只需证明（ X ， || . ||)为实的情形. 

OO 

设 { ei } 为 X 的 Schauder 基，则任意 x € X 有 a : = ' s ^ a i e “ 这里叫 e i ?. 
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令 M = ne iV ,% e gj ， 则 M 是可数集，且对任意 xGX 及任意 

£ > 0,存在 G A /， 使得 ||x - or e || < 6因此 M = X ,所以 M 为可分的赋范空间. 

对于复赋范空间（ X ， || • ||)，可令 M = |y^ (qi + ipi)ei n e N , 仏 ,/，， e 证 
明是类似的. 

问题 2.3.18 是否每个赋范空间都具有 Schauder 基？ 

不 一 定.赋范空间 / oo 没有 Schauder 基. 

由于 / oo 不可分，因而一定没有 Schauder 基.事实上，假设/%可分，则存在 


Xm = £ Zoo, 使得 Zoo = { x m }. 下面构造一个点 a：Q 6 Zoo , 但抑不属于 { x m }, 


从而与 Zoo = { Xm } 矛盾. 
令 



当 & (i) < 1 时， 
当0^ > 1时. 


则 sup '⑼ <1 + 1 = 2,故 0 ：。= (4°)) G / qo , 并且 

\\Xm - X 0 \\ = SUp x\ m) - xf ] ^ xt 1 ) _ X : 彡 1, 

l^i<oo 

因此， { X m } 不存在任何收敛子列收敛于吻，故: Tq 《 { X m }， 从而 /qo _ { X m }, 但这 

与假设 /oo = M 矛盾，所以， Zoe 不是可分的. 

问题 2.3.19 是否每个 Banach 空间都有一个子空间具有 Schauder 基？ 

是的. Mazur 在1930年证明了每个 Banach 空间都有一个子空间具有 Schauder 

基.① 

问题 2.3.20 对于每个 p > l ， p 关 2， l p 的每个子空间具有 Schauder 基吗？ 

不一定. Davie 在1973年证明了 p > 2时，存在子空间不具有 Schauder 基. 
Szankowski 证明了对于 p ^ 2, l p 存在子空间不具有 Schauder 基. 

问题 2.3.21 i ? n , co , / i , l p (l < p < oc ) 和 L 都是可分的吗？ 
i ? n , c 。， h 和 Z p (l < p < oo ) 都是可分 Banach 空间，但 Zqq 不是可分的 Banach 
空间. 

问题 2.3.22 是否每个可分的赋范空间都具有 Schauder 基？ 

Enflo 在1973年举出了一个例子,它是可分的赋范空间，但不具有 Schauder 基. 
参见 ： Enflo P . A counterexample to the approximation problem in Banach spaces . 
Acta Mathematica , 1973， 130(1): 309-317. 
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问题 2.3.23 可分性与完备性有什么关系？ 

可分性与完备性没有直接的联系. 

( 1 ) loo 是完备的，但它不是可分的 Banach 空间. 

( 2 ) 对于 X = {( Xi ) I 只有有限个: Ti 不为 0 }， X 在范数 ||: r || = max {| a ： i |} 下是 
可分的赋范空间，它不是完备的. 

问题 2.3.24 设 Hi 和||.|| 2 为线性空间 X 上的两个等价范数，则（ X , IMIx ) 
可分当且仅当（ X , ||.|| 2 )可分吗？ 

若 II . Ih 和 II . || 2 为线性空间 X 上的两个等价范数，贝 lj ( X ， || • | k ) 可分当且仅 
当( X ， im | 2 ) 可分 • 

2.4 线性连续泛函与 Hahn-Banach 定理 

2.4.1 线性连续泛函的定义 

问题 2.4.1 什么是线性泛函？ 

设（ X ， || • ||)是赋范线性空间，/为 X 到 A ' 的映射，且对于任意 x , y 6 X 及 
a ， /? € K ， 有 

f(ax 4- 0 y ) = af ( x ) + Pf { y ), 

则称/为 X 的线性泛函 (linear functional ). 

问题 2.4.2 什么是可加泛函？ 

设/ : X — K ， 满足 /(x + y ) = /( a ：) + /( y ) 对任意 x,y e X 成立，则称 / 是 
可加泛函. 

问题 2.4.3 线性空间上的可加泛函一定是线性泛函吗？ 

明显地，线性泛函一定是可加泛函.反过来，可加泛函不一定是实线性泛函.可 
以利用抽象代数的线性空间一定有 Hamel 基的方法在实数集7? = (- oo ,- foo ) 上构 
造出需要的泛函 /. 将 H 看作有理数域 Q 上的线性空间，则容易证明 1 和力是线 
性无关的，由 Zorn 引理可证 { l , v / 2 } 一定可以扩充为只的一个 Hamel 基定义 
/在点 1 为 1 ,在点 v /5 为 0 ,对于任意 z G i ?， 由于5是 Hamel 基， 故存在有限个 

n 

ei e 5,使得 x = qiei . 若 q # 1 ，并且 # v % 则取 /(ej = 0 , 不难证明 /(: r ) 

i=l 

这样定义是有意义的，并且是可加泛函，但 0 = f { V 2) = /( W . 1 ) 与 V 2 f { l ) = V 2 
不相等，所以，/不是 H 上的线性泛函. 

问题 2.4.4 实賦范空间上连续的可加泛函一定是线性泛函吗？ 

是的.若可加泛函/在实赋范空间 X 上连续，则/是线性的.实际上，由 
f(x + ?/) = / ㈤ 十 f { y ) 可知， f { nx ) = nf ( x ) 对所有正整数 n e N 都成立.并 
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所以/在 0 点连续，从而/在上任意点都连续. 

问题 2.4.8 线性泛函什么时候称为有界？ 

若 X 上的线性泛函把 X 的任意有界集都映为 K 的有界集，则称/为有界线 
性泛函 (bounded linear functional ), 否则/为无界线性泛函. 

问题 2.4.9 设/为赋范线性空间（ X ， II - H ) 上的线性泛函、则/是有界的当 
且仅当存在 M 〉 0 ,使 |/( ar )| < M || or || 吗？ 

是的.若存在 M > 0,使得对任意 xEX , |/( x )| ^ A /|| x ||, 则对于 X 中的任意 
有界集广有 r > 0 ,使得对任意 XEF , W || x || ^ r 5 因此， |/( x )| ^ M || x || 彡 Mr 对 
所有 x e F 成立，所以 f [ F )% K 的有界集，即/为有界线性泛函. 

反之，若/为有界线性泛函，则/把 X 的单位球面兄 Y | || ar || = 1 } 映为 

K 的有界集，因此存在 M > 0 ,使得对一切 | M | = 1 ，有 


i/d m ， 


故对任意 x G X , x 7 ^ 0, W 


所以 



彡 M , 


1/㈤I < 州 Ml* 


问题 2.4.10 设 X 是赋范线性空间，则 X 上的线性泛函/是连续的当且仅 
当/是有界的吗？ 

是的.若/是有界的.则由上面定理可知存在 M > 0 ,使得 \ f ( x )\ ^ Af | M |， 因 
此，当: r n — x 时，有 f { x n ) /⑷，即/为连续的. 

反之,假设/为连续线性泛函，但/是无界的，则对任意自然数 n ， 存在： r n € X , 

使得 


1/( 工 n)| > n||x n ||. 


令 :(/n = ■ ，志 I j , 2/0 = 0,则 || y n - ㈧II = ^ — 0,由 / 的连续性可知 f { y n ) -> /( y 0 )， 

但 f { y n ) = > 1, /(J/o) = 0,从而 \ f ( y n ) - /(2/ o )| > 1，这与 — f ( Vo ) 矛 

盾.所以 / 为连续线性泛函时，/ 一 定是有界的. 

问题 2.4.11 设 X 是赋范线性空间，则 X 上的线性泛函是连续的当且仅当 
W (/) = { z |/ (岣 = 0} 为义 的闭线性子空间吗？ 

是的.明显地， N ( f ) 为线性子空间，因此只需证 N ( f ) 是闭的. 

若/是连续线性泛函，则当 x n e N { f ), a: n — x 时，必有 f ( x n ) - /( x ), 因而 
f ( x ) = 0,即 a ; e N ( f ), 所以 N ( f ) 是闭子空间. 
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反之，若 N ( f ) 是闭的，但/不是有界的，则对于任意正整数 n ， 有: r n G X ，使 


|/( x n )| > n || x n | . 

令 2/n = , M ||t/n|| = 1 ，且 \f{yn)\ 〉几.取 

_ Vn y \ _ y \ 

Zn ~ f { yn ) /( 2 / 1 )’ 20 f [ yi )’ 


由 T * 

= JWL<I^o, 

\f(Vn)\ n U, 

因而 2； n —> 2o ， 且 f ( z n ) = / f } j n - — ) = 0，即 G N (/), 从而由 7 V (/) 是 

\ f { yn ) f { yi)J 

闭集可知％ € 7 V (/), 但这与 f ( z 0 ) = -1 矛盾，因此 ，当 N ( f ) 是闭子空间时， / 一 
定是连续的. 

问题 2.4.12 设 X 是赋范空间，/是 X 上的线性泛函，若/是不连续的，则 
/的零空间 N { f ) = {xex \ f ( x ) = 0} 一定在久上稠密吗？ 

是的.由于/不连续，故/不是有界的，故对于任意正整数 n , 有: r n € X ，使 

|/(工 n)| > n||x 7l ||. 

令 Un = TT^Ti 1 M ||2/ n || = 1，且 \ f { Vn )\ > n . 

II 工 n || 

对于任意不属于 N ( f ) 的: r ， 令 

_ / ⑻ 

—工— ~ T ~ ( \ Vrit 

f [ yn ) 



则 〜e 7 V (/)， 并且 


\^n - ^|| = 


/⑻ 


/㈤ 

/(yn 严 


fiVn) 


— 0 . 


因此， x 属于 N { f ) 的闭包，所以 ，_在 X 中稠密. 

问题 2.4.13 设 X 是赋范空间，/是 X 上的非零线性泛函、若/的零空间 
7 V (/) 在 X 稠密，则/ 一定是不连续的吗？ 

是的.假如/的零空间 7 V (/) 在 X 稠密，但/是连续的，则容易验证零空间 
N ( f ) 是闭集，因此， NU ) = X ' 但这与/不是零泛函矛盾，所以，/ 一定是不连 
续的. 

问题 2.4.14 若/是 Banach 空间 X 上的非零线性泛函.则一定存在入上 
的完备范数 HI /， 使得/在（ X ， || • ||/)是连续的吗？ 
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是的.对于 Banach 空间 X 上的非零线性泛函 / 和 抑 e X ， f { x 0 ) = 1, 范数 
||.r||/ = \f{x)\ -f inf ||x — \xq\\ 是完备的，并且在 Banach 空间 （ X ， || . ||/) 上,泛函 / 

是连续的.另外，范数 II . 11/与 II . II 等价当且仅当/是（ X ， || . ||)的线性连续泛函.参 
见 ： Konig H, Wittstock G. Non-equivalent complete norms and would-be continuous 
linear functionals. Expositiones Mathematical ， 1992 ， 10: 285-288. 

问题 2.4.15 若 / 是赋范空间 X 上的非零连续线性泛函， ll/ll = 1，则一定有 
|/(i) | = d(x ， ker(/)) 对任意 x E X 都成立吗? 

是的.对于任意 v € kerCO , 有 \ f ( x )\ = \ f(x - ^)| < ll/ll • ||x - v || = \\x - 
d ( x , kei ( f )) = inf{||x - v || | v € ker(/)} > |/( x )|. 

反过来， 若 y e X \ ker (/)， 则 /(y) # 0, 并且: r — e ker (/)， 故 


IMI = 


fjy) 
/ ⑻ 





f{y) 
/ ⑻ 


• d ( x , ker (/)) 


因此,啦， ker (/)) • \ f { y )\ < \\ y \\ - \ f { x )\ 对任意 y e X 都成立，故 d ( a ? 5 ker (/)) - 1|/|| < 
|/( x )|. 所以， |/( x )| = d ( x , ker (/)). 

2.4.3 线性连续泛函的范数 


问题 2.4.16 如何定义线性连续泛函的范数? 


设 f 为 X 上的线性连续泛函，则称 

ll/ll = SU P 

x^O 


1/( 工 )1 

W 


为/的范数. 

问题 2.4.17 X 上的全体线性连续泛函在范数||/||下是一赋范空间吗？ 

是的 . X * 在范数||/||下是一赋范空间，称之为 X 的共轭空间 （dual space ). 实 
际上，可以证明，对于任意赋范空间 X ,它的共轭空间； T 都是完备的. 

2.4.4 线性连续泛函范数的计算 

问题 2.4.18 设 （ XJ . II ) 是赋范空间，/是 X 上的线性连续泛函，则对任意 
IN <1，一定有 11 /㈤II < 11/11 吗？ 

是的.假如存在某个0 < || x 0 || < 1，使得 f { xo ) = 11/11,则对于 2/0 = T ^ IT ， 有 

iFoll 

|| y 0 || = 1，并且 f { y 0 ) = f > /( x o ) = ||/||，但这与 ||/|| = sup {|/( a :)| | || x || = 

1} 矛盾. 

问题 2.4.19 对于赋范空间 X 上的线性连续泛函/，/能否在单位球面 

上达到它的范数11/11 ? 
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(1) 若赋范空间 X 是有限维的，则对于任意 X 上的线性连续泛函/, 一 定存在 
IW | = 1, 使得 /(： r ) = II / H . 

(2) 对于任意 X 上的线性连续泛函/， 一 定存在 ||: r || = 1， 使得 / Or ) = 11/11时， 
赋范空间 X 不一定是有限维的.如 (1 < p < oo ) 就具有这样的性质，但它不是 
有限维的赋范空间. 

(3) 对于一般的赋范空间 X ，任意 X 上的线性连续泛函/，不一定存在114 = 1, 

使得/ ㈤ = 11/11. 如在 C 0 上，取 /⑻= f 则||/|卜1，但对于任意 

1=1 ^ 

有1 /㈤I < 11/11. 实际上，如果 X e Q )， 使得/( X ) = 11/11，则必有 A = 1对所有的 i 

都成立，但这与 lim Xi = 0 矛盾. 

1—^00 

问题 2.4.20 在 C [0,1] 上定义泛函/为 /(4 = : r (0)， 则/是连续的吗？ ||/|| 
是多少？ 

容易知道/是线性泛函.由于 |/( x )| = | x (0)| 彡 M ， 故11/11彡1.当 xo ( t ) = 1 
时，有 ||$ o || = 1，并且 /( xo ) = 1,因而，11/11 = 1,故/是有界线性泛函，所以，/是 
连续线性泛函. 

问题 2.4.21 设 cqcu ] 为 [0 ,lj 上的连续可导函数全体构成的线性空间 ，范 
数为 || x || = sup \ x ( t )\ H - sup | x ’ ⑴ I ， 在 C ’[0，1] 上定义泛函 / 为 f { x ) = x ’(0)， 则 

f 是连续的吗？ ll/ll 是多少？ 

由于 |/( x )| = Ix ^ O )! < sup ⑷ I + sup | x ⑴ I = || x ||， 故 ll / ll 《1，不难看出 
对于 Xo ( t ) = te (7'[0, 1]， 有 llaroll = 1， 并且 f ( x 0 ) = x f 0 (0) = 1， 故 / 是连续的，并且 

ll/ll = 1 - 

问题 2.4.22 在 C [0,1] 上定义泛函/为 f { x ) = sup x ⑷，则/是线性的吗? 

o ^ t^i 

连续的吗？ 11/11是多少？ 

由于 /(x + y ) = sup ( x ( t ) + y ( t )) < sup x ( t ) -h sup y ( t ) = f ( x ) -f /(?/)， 故 

f { x -\- y ) = f ( x ) + f { y ) 对于 = t ， y ( t ) = —t 不成立，故 / 不是线性的，故不能定 
义 imi . 

问题 2.4.23 在 C [0,1] 上定义泛函/为 

r 0.5 pi 

f ( x ) = / x ( t)dt — / x ( t ) dt ， x E C [0，1]， 

Jo JO.b 


则 / 是 C [0，1] 上的线性连续泛函吗？ / 的范数是多少呢? 
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故 ll/K 1. 

当 0 彡 t < 0.5 」时，取〜⑷ =1; 当 0.5-- < t < 0.5+ 丄时，取〜⑷ = -nt\ 

n n n 

当 0.5 + 丄彡亡彡 1 时，取 x n {t) = 一 1 ，则 x n e C[0, 1 】，并且 ||x n || = 1, 另外，当 
n 

n> 2 时，有 

广 0 . 5 —古 广 0.5 厂 0 . 5 + 女 广 1 

f («^n) = / dt I ( 一 nt)dt _ I ( — Tit)dt — / ( — l)dt ‘ 

Jo Jo.5 — 去 Vo.5 Jo.5+i 


故 


ll/ll ^ fi x n) = 1 - ， 

n 


因此 ， ll/ll = 1, 所以， / 是线性连续泛函. 

问题 2.4.24 设（: r ,) € Zoo , 泛函 f : loo — R 、 /( o ：) = A ，则/是线性有界泛 
函吗？ 11/11是多少？将 L 换成 c 0 或 G 呢？ 

容易验证/是线性有界泛函，并且||/|| = 1,该结论对于和^也是成立的. 

OO 

问题2_4.25设（: Ti ) e L 泛函/ : G —仏/ ㈤ = [ _，则/是线性有界泛 
函吗？ 11/11是多少？ t_1 

是的.由/的定义可知/是线性泛函，且 |/( x )| = 

i=l »=1 

OO 

^1^1 = i | W |, 因此 11/11 从而 / 是线性有界 泛函. 取 rr 0 = ( l ,0 ，...)jj 

Z i=l 

X。 G / i ， 且 || a ； o || = 1，故 ll/ll > |/(工0)| = ^，所以 ll/ll = 
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问题 2.4.26 设 （而） € ‘泛函 f:kc — R ， f(x) = [ §，则/是线性有界 

2=1 ^ 

泛函吗？ ||/||是多少？ 

是的.由/的定义可知/是线性泛函，且 |/( x )| = ^7 sup | x 2 | ^ 

i=l i=l 

Ikll , 因此 ll/ll < 1，从而 / 是线性有界泛函.取 X 0 = (1，1，…），则 X。 e Zoo , 且 
Ikoll = 1，故 ll/ll 彡 |/( x 0 )| = 1,所以 ll/ll = i . 

oc 

问题 2.4.27 设 （ Xi ) e c 0 , 泛函 f : c Q — R ， f{x) = ^ § ，则 / 是线性有界 

i=l 

泛函吗？ ll/ll 是多少？ 

是的.由/的定义可知/是线性泛函，且 \f(x)\ = ^ sup |^| ^ 

la 

i=l i—1 

||a:||, 因此 ll/ll 彡 1，从而 / 是线性有界 泛函. 取 x n = (1 ， 1， … ， 1,0,…) ，则: r n e c 0 , 
且 || x n || = 1 ，故 ll/ll > |/( x n )|, 并且 /( x n ) — 1，所以 ll/ll = 1. 

oo 

问题 2.4.28 若在 Zi 上定义范数 ||:r|| = sup 泛函 f : l\ R, f(x) = ^ Xi , 

i=l 

则 / 是线性有界泛函吗？ 

不是.令〜=(1，1， • • • ，1，0,0,…)，即: r n 的前 n 个坐标为1,其他的坐标都 

n n 

是0,则 || x n || = 1,并且 f { x n ) = [Xi = ^ 1二 n , 因此，/不是有界线性 泛函. 

t=i ?.=i 

2.4.5 Hahn-Banach 定理 

问题 2.4.29 什么是实线性空间上的 Hahn-Banach 定理？ 

Hahn-Banach 定理 设 M 是实线性空间 X 的线性子空间，/为 M 上的实 
线性泛函，且存在 X 上的半范数 p ( x ) 使得 

|/( x )| ^ p ( x ), 对任意 x e M 成立， 

则存在/在 X 上的延拓 F ， 使得 

(1) \F{x)\ ^ p ( x )， 对任意 x e X 成立； 

(2) F(x) = f{x), 对任意 x E M 成立. 

问题 2.4.30 什么是复线性空间上的 Hahn-Banach 定理？ 

定理 设 M 是复线性空间 X 的复线性子空间，/为 M 上的线性泛函， p 是 
X 上半范数且满足 

|/( x -)| ^ p { x ), 对任意 x e M 成立， 


则存在/在 X 上的延拓 F ， 使得 



2.4 线性连续泛函与 Hahn-Banach 定理 


. 93 . 


(1) | F ( x )| ^ p ( z )， 对任意 XGX 成立； 

(2) F ( x ) = f { x ), 对任意 xeM 成立 • 

问题 2.4.31 什么是赋范线性空间上的保范延拓定理？ 

定理 设 M 是赋范线性空间 X 的线性子空间，/为 M 上的连续线性泛函, 
则存在 X 上线性连续泛函使得 

(1) || F ||^ = ||/|| m ^; 

(2) F ( x ) = /( x )， 对任意 x e M 成立， 

这里 || F || X . 表示 F 在； T 的范数， II / Hm - 表示/在的范数. 

实际上，由于/为 M 上的连续线性泛函，故对任意： r G M , 有 \ f ( x )\ ^ 
II / IIm - IN |. 

定义半范数 〆 a :) = ||/|| m . || x ||, 则有 \ f ( x )\ ^ /;( x ), 对任意 xeM . 由线性空 
间的 Hahn-Banach 定理可知存在风使得 




F ( x ) = /( x ), 对任意 x e M ， 
\ F ( x )\ $ p ( x ), 对任意 x e X . 


因此，对于任意 x € X,有 \ F ( x )\ ^ ||/|kf IW |, 故 F 为 X 上的连续线性泛函，且 

im/iu.. 

反过来，由 


| F | U - = 


sup 

xEX , x^O 


刚 

" M " 


彡 sup 

xGA /, x^O 


刚 I 

ll^ll 


= sup 

xGM , x^O 


1 / ㈤ I 

w 


― II/ IIm * 


可知 \\F\\x^ = ll / lk •，且 F{x) = f{x) 对任意 xeM 成立. 

问题 2.4.32 Hahn-Banach 定理中，保范延拓是唯一的吗？ 

不一定.在 X = {( x l5 x 2 ) I x lt x 2 G R} ±, 定义范数 N | = \\(x u x 2 )\\ = 

I 工 11 十 I 工 2|. 

令 M = {( X !, 0)1 0：! G i ?}, 明显地， M 是赋范线性空间 X 的线性子空间，对 
y = (xu 0) eM , 定义 f(y) = x 1> Wl 

l /(2 /)l = kil = IMI , 

故 H / IIm * ^ 1,且对 a ;。 = (1, 0), 有 || xo || = 1, |/( xo )| = 1,因而 "/|| a ^ = 1,但对 
X 上的线性泛函 


巧 ㈤ =Xi-\- X2, F 2 {x) =x x - x 2 , 

这里 : r =： ( Xl ， X 2 ) e X •在 M 上，都有 


Fi(y) = f[y), F 2 {y) = f(y). 
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对任意的 y = ( xi , 0) G M 成立.在 M 上，有 F \ = f . 6 = /，且 

11^1 1 |X* = ||^2||X* = 

因此 F l7 F 2 是 / 的两个不同的保范延拓. 

问题 2.4.33 设（ X ， || • ||)是赋范空间， M 是 X 的子空间， xo e d = 
d ( x 0 , M ) = inf {|| a：o - y || | y € M } > 0, 则存在 / e X ' 使得下面结论成立吗？ 

(1) 对任意 x G M , f ( x ) = 0; 

(2) f { x 0 ) = d \ 

⑶ ll/ll = i. 

是的. 令 E 为 A / IJi ^ o } 生成的线性子空间，则对任意 X e E , x 有唯一的表达 
式 x = x ’ + txo , 这里 t £ K 、 x ’ G M . 

在 E 上定义泛函$ 

g ( x ) = td y 

则 g 为 E 上的线性泛函，且 

(1) g ( x 0 ) = d ; 

(2) 对任意 : r € M , g ( x ) = 0. 

对 x = x / - j - tx 0 , 不妨假设〖 # 0 .由 

I〆 工 )1 = 4 (〆 + ^ o )| = \ t \ d , d = mf {|| f /-^ 0 || I V e M } 


可知 


\ g ( x )\ = \ t\d ^ | t | 


x 1 

1 . 1 

x f 

一 7 , 

~ \^\ 

T + Xo 


|| x ’ + fx 0 || 


= IMI . 


因此 g 是 £ 上的线性连续泛函，且 | ㈣ | e . 彡 1. 

根据 Hahn-Banach 定理，有连续线性泛函/ G X '使得 

(1) 对任意 x € JS , f ( x ) = g ( x )] 

(2) ll/ll = [1 秦 

由 d = inf{||xo - y \\ I y € M ) > 0, 可知存在 x ri e M ， 使得 || x n — xq || — d •故 


d = \ f { xo )\ = \ f { x n ) - f { x 0 )\ 

^ ll/ll - Ikn -®0|| — ll/IR 

因此 ll/ll > 1, 所以 ll/ll = 1，且对所有 x € M , 有 /( x ) = 0. 

问题 2.4.34 设 X 是赋范空间， M 是 X 的闭真子空间 . :re X ，则一定存在 
feX \\\ f \\ = l , 使得 ker (/) D M , 并且 f ( x ) = d { x , M ) = d ( x ， ker (/)) 吗? 
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若 x e M , 由于 M # X ，故存在故存在/ G X *, 11/11 = 1，使得 
/( M ) = 0,并且 f ( y ) = d [ y ， M )， 因此，0 = f { x ) = d { x , M ) = d ( x , ker (/)). 

若 x 袭 M ， 则由 Hahn - Banach 定理可知存在 / € X ' ||/|| = 1，使得 /( x ) = 
d ( x y M ), 并且 f ( M ) = 0 •由于 f ( x ) = d ( x , ker (/))， 故 f ( x ) = d ( x ， M ) = d ( x 、 ker (/)). 
问题 2.4.35 Hahn-Banach 延扩定理还有其他形式吗？ 

Hahn - Banach 保范延扩定理还有另外一些形式， 一 般称为 Hahn - Banach 分离 
定理，它在凸几何、最优化和经济等方面有广泛的应用. 

(1) Eidelheit 分离定 理：设 X 是实赋范空间，和 C 2 是 X 中的非空凸集 ，(^ 
的内部非空， C x nC 2 是空集，则存在非零线性泛函/ G X '使得 

sup f{x) ^ iaf /( y ). 
xec\ 

不过，如果在 Eidelheit 分离定理中 Cf 非空的条件不满足，则结论不一定成立. 
在实序列空间中，令 C = {{ xi ) e 1 2 I 只有有限个坐标不为0,并且最后一个不 
为0的:^大于 0}, 则 C 是/ 2 的非空凸集，并且0不属于 C ， 但不存在非零线性泛 
函 f G 1二、 使得 snpf ( x ) ^ /(0).实际上，若线性泛函/ € 使得 sup f ( x ) ^ /⑼， 

x£C x^C 

则 /( e n + e n + i ) 彡 ◦,/(— e n + e n + i ) 彡0，故 / ( e n ) 彡0.由 /( e n 4 - i ) ^ —/( e n ) 可知 
/( e „ +1 ) 彡0对所有 n 成立，因而 f(e n ) = 0,所以/是零线性泛函. 

(2) Ascoli 分离定 理：设 X 是实赋范空间， G 和 C 2 是 X 中的非空闭凸集 ， Q 
是紧集， CiHC 2 是空集，则存在非零线性泛函 f eX \ aeR , 使得 

sup f{x) < a < iig f(y). 

因此，设 X 是实赋范空间， C 是 X 中的非空闭凸集，对于任意不属于 C 的 x Q ，存 
在非零线性泛函 f ex ' ae R ， 使得 

sup f(x) < a < /( x 0 ). 
x€C 

问题 2.4.36 设 X 是赋范空间， Af 是 X 的闭真子空间， / 是 M 上的连续线 
性泛函，则一定存在/的线性连续延扩使得||/|| < ||冽吗？ 

是的.实际上，选取 u 拿 A /， 则由 M 是 X 的闭真子空间可知 d = d ( u , M ) 〉0, 
故对于任意 a € K 和 m G M ， 有 d 彡 ||u — m ||， 因此 ,| a | d 彡 ||atz — am ||, 从 
而， | a|d < ||cm + m || 对任意 a e K 和 m € M 都成立. 

选定 6 > 11/11，定义 M 上的泛函为 F(m + au) = f(m) + ab ， 这里 a € 
A ' 777 € M .若 { mrj 和 { a n } 是 M 和 K 中的满足 - f - a n u — ^ 0 的序列，则对于 
每个 n ， 有 \ci n \d ^ || a n w + m n || — 0,故 a n — > 0,并且 m n — ► 0,因此， F(a n u + rn n ) = 
a 7l 6 + /( m 7l ) — 0,所以 F 是连续的.既然 F{u) = b> ||/||,因此， || F || > ||/||. 
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问题 2.4.37 Hahn-Banach 保范延扩定理对于线性算子成立吗？ 
Hahn - Banach 保范延扩定理只对线性泛函成立，对于线性算子，不一定成立. 

实际上， Murray 在1937年提出：对于 Banach 空间 X 的闭线性子空间 A /， 能 
不能将 M 到另一个 Banach 空间 K 的每个线性连续算子几保范延扩成叉到 K 
的线性连续算子？ 

Kakutani 在1939年证明了， Banach 空间 X 的任意闭线性子空间 M , M 到另 
一个 Banach 空间 F 的任意线性连续算子％都可以保范延扩成 X 到： K 的线性连 
续算子当且仅当 X 是内积空间. 

2.4.6 Hahn-Banach 定理的应用 

问题 2.4.38 设 X 是赋范线性空间，则对任意： r 0 € X ， x 0 #0, 有/ e X' 
使得 /( 吻 ）= || xo ||, 且 ||/|| = 1 吗？ 

是的.该结论的重要意义在于指出了任意赋范线性空间 X 上、都存在足够多 
的线性连续 泛函. 

问题 2.4.39 设: c，y 是入中两个元素，若对所有/ G X *， 都有 f { x ) = f ( y ), 
则一定有 x = y 吗？ 

是的.假设 x 妾 y , 则对 2 = a : - 2 /,有|卜|| # 0，由 Hahn - Banach 定理的推论可 
知存在||/|| = 1，使得/⑷=_ — 0,从而/⑷一淋 

问题 2.4.40 设 X 是赋范线性空间，试证明对任意 z 0 € X ， 有 


ll^oll = sup |/( x 0 )| 
11/11=1,/ex- 


一定成立吗？ 

是的.对任意/ e ll/ll = 1，有 


l /(*^ o )| ^ ll/ll Ikoll = Ikoll , 


因此 


Ikoll ^ sup |/( x 0 )|. 
11/11 = 1,/€X- 


另外，对： c 0 e X ， # 0,存在 /o € X *， ll/oll = 1, 使得 fo ( xo ) = Ikoll ， 故 

Ikoll = fo { xo ) ^ sup |/( x 0 )|, 所以 ll^oll = sup |/( x 0 )|. 

11/11=1,/ex- ||/||=1,/eA* 

问题 2.4.41 若賦范空间 X 是无穷维的，则 X 的共轭空间； T 一定是无穷 


维的吗？ 

是的.若 X 是无穷维的赋范空间，则一定存在非零元素 ei € X ,故有 / i € 
X *, ll/ll = 1,使得 / i ( ei ) = || e 〗|| •令 Mi = span { ei } = {Aei I A e K }， 由 X 是无穷 
维的赋范空间可知，存在 e 2 不属于故由 Mi 是 X 的一维闭子空间可知 A = 
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d ( ei , Mi )>0, 因此，存在 / 2 6 X ' ||/ 2 || = 1，使得， /( e 2 ) =山 > 0,并且 /( Mi ) = 0, 
故 / 2 ( ei ) = 0. 类似地，令 M2 = span {6 i , e 2 }, 则存在 e 3 , 使得 c / 3 = d ( e ^ } M2 ) > 0, 
故存在 /3 e X * ) fs ( es ) = ch , 并且 /3(从2) = 0,故 /3( ei ) = /3(62) = 0. 这样不断下 
去，就可以得到 /n G X' ||/ n || = 1 ，满足 fn(^n) = ‘-1 > 0 ，并且 /n(^i) = 0 对所 
有 i < n 都成立. 

下面证明 {/! , /2,…， / n ， … } 是 X * 的线性无关组.实际上假如存在叫 e 

使得 

叫 /i + <^ 2/2 + • •. + ot n f n = 0 , 

则由 

^ i / i (^ i ) + 02 / 2 ( 61 ) + • • • + ot n f n ( e \) = 0 , 

可知⑴= 0,类 似地， 由于 ai /^ es ) = 0,故由 

ot \ f \{ e 2 ) + a 2 / 2 ( e 2 ) + …+ a n / n ( e 2 ) = 0, 

可知 o：2 = 0，因而，容易知道 a \ = CX2 = • • • = a n = 0 , 所以， { ei , e2 , • * • , e n } 是线 
性无关组.故容易知道， { ei ， e 2 ，… ，〜， …}是线性无关组，因此, X 的共轭空间 ； T 
一定是无穷维的. 

问题 2.4.42 设 M 是赋范空间 X 的子集，若对于 / € X \ f { M ) = 0 时， / 
一定零泛函 ，则 M 生成的闭子空间 spanM 一定是 X 吗？ 

是的.假如 span M 是 X 的真子空间，则一定存在: r Q G X , x 0 ^ M ， 故 
有 f 6 X ' 使得 /(span M ) = 0,并且 f ( x 0 ) = d ( x 0 , span M ) > 0, 矛盾，所以 M 
生成的闭子空间一定是 X . 


2.5 严格凸空间 


2.5.1 严格凸的定义 

问题 2.5.1 什么是严格凸？ 

赋范空间 X 称为严格凸的 (strictly convex ), 若对任意 x , y e X , || x || = 1, 
112/11 = 1， 工 # 2/， 都有 


问题 2.5.2 X 是严格凸的当且仅当对于任意 a e (0，1)，任意 x , y e X , 

Ikll = 1. \\ y \\ = 1, x # y ， 有 || aa ，+ (1 - a ) y || < 1 吗？ 

是的.反证法.假设存在 || xo || = \\ yo \\ = 1和 ao € (0，1)，使得 


H^o^o + (1 — ^o)yoll = 1- 
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G 和 L 都不是严格凸的赋范线性 空间. 在 h 中，取 x = (|，0,|，0,0，".，0)， 
y = (0,每，0, …，0)，则 ||工|| = 1，||'"|| = 1，且 a: / y， 但 \\x + y \\ = 2,因而 Zi 

不是严格 凸的. 类似地，在 Zoo 中，取: r = (1，0，1,0,0，... ,0),2/ = (1，1，0，...，0)，则 
IMI = 1， IMI = 1，且 T # y， 但||$ + y|| 二2,所以 Zoo 不是严格凸的. 

问题 2.5.6 Banach 空间 l p (1 < p < oo ) 是不是严格凸的？ 

是的.若X，2/ €《2, ||工|| = 1， |M| = 1且: r #沒，则 

\\x + y \\ 2 + ||x - y \\ 2 = \xi + yi| 2 J + - yi| 2 J 

= (e^i 2 ) + (e^i 2 ) 

= 2||x|| 2 + 2||y|| 2 = 4, 

从而 

\\ x - by \\ 2 =4 - \\ x - y \\ 2 <4, 即 <1. 

所以/ 2 是严格凸的. 

容易证明 Banach 空间 l p (I < p < oo ) 是严格凸的. 

2.5.2 严格凸空间的性质 

问题 2.5.7 若 X 是严格凸赋范空间，则对任意非零线性泛函/ G X% /最 
多只能在上的一点达到它的范数11/11吗？ 

是的.反证法.假设存在: ro /加， ||x 0 || = ||如|| = 1，使得 


由于 

故 

从而 

明显地 


/(•to) = /(yo) = 11/11. 


f( :!：L ^) = |[/ko) + /(yo)l = ||/||， 

ll/ll =/(^ 

+ yo . 1 

~2~ 〆 . 

工 0 +1/0 < Ikoll + \\yo\\ 

~2~ s 2 
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因此^±^1 = 但这与 X 的严格凸假设矛盾，所以由反证法原理可知定理 
成立. 

问题 2.5.8 若 X 是不完备赋范空间，并且 X 的完备化空间 X 是严格凸的， 
则对任意非零线性泛函 f eX*J 都一定在知上的某一点达到它的范数11/11吗? 

若 X 是不完备赋范空间，并且 X 的完备化空间 X 严格凸的，则一定存在非零 
线性泛函 feX \ f ^ S x 上不能达到它的范数.实际上,对于 J p || = 1， 

由 Hahn-Banach 定理可知存在 f e X'J 寺 0 、使得 f { x ) = ||/|| • \\ x \\ = ||/||. 假如 
存在某个 x e X , || x || = 1 使得 f ( x ) = ll / ll 成立.由于 X 是严格凸的 ， :c # 故 


ll/ll = 


ll / ll + 11/11 



^ ll/ll - 



< 11 / 11 . 


矛盾 • 因而对于任意 x £ X , || x || = 1, 都有/⑷ < ||/||, 记/为/在 X 的限制，即 
/ = /| x , 则由久在 X 稠密可知||/|| = || 月|，并且对于任意 ar e = 1，都有 

f{x) < ||/||. 

问题 2.5.9 设 X 是实赋范空间，若存在 X 的一列严格递增的非平凡闭子空 
间 { X n }， 即是 X n +1 的闭真子空间，使得 X = 0 则一定存在非零线性泛 

n=l 

函 fex \ f ^ s x 上达不到它的范数11/11吗？ 

是的.这是 James 在1971年证明的，实际上，这样的赋范空间 X — 定是不 
完备的 . 参见 ： James R C . A counterexample for a sup theorem in normed spaces . 
Israel J . Math .，1971, 9: 511-512. 

问题 2.5.10 若 X 是赋范空间，并且对任意非零线性泛函/ € X ' f 都一定 
在上的某一点达到它的范数||/||，则 X —定是完备的吗？ 

不一定. James 在1971年给出了 一 个不完备的赋范空间 X ，使得任意/ € X * 
都达到它的范数.参见 ： James R C . A counterexample for a sup theorem in normed 
spaces . Israel J . Math ., 1971, 9: 511—512. 

问题 2.5.11 设 X * 是严格凸的，则对于任意 ; r € X ， || x || = 1,有且仅有唯一 
的 f x eX \ ||/ x || = l , 使得 厶⑻ =1吗？ 

是的.对于任意 ||： r || = 1，由 Hahn - Banach 定理可知一定存在 ||/ x || = 1. 使得 
f x {x) = 1. 假如存在 = 1，使得知 ㈤ = 1，贝 lj + = 2,故 ll/x + j^rll > 2. 

由于 Wfx + gxW ^ II /x II + 11 夕 a II = 2,故 \\fx + gx\\ = 2.由 X '是严格凸的可知 /x = pa :. 
所以，存在唯一的九 G X *， H/JI = 1,使得 f x ( x ) = 1. 

问题 2.5.12 若 X * 是严格凸的， MAX 的子空间，则对任意/ GM % /在 
X 上只有唯一的保范延拓吗？ 

是的.这是 Tayloi •在1939年证明的. 
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反证法.假设对/ e AP ， /在 X 上有两个不同的保范 延拓巧 及/^即对任 
意 : r e M , 都有/ ㈤= F x ( x ) = 巧㈤，且 \\ F X \\ = |四|，则 




^ 1. 


由于 


F \ + F 2 

~Y 


= sup 

I | x | 1=1, x^X 

》 sup 

||x|| = l, x£M 


sup 

|| x ||= i , xeM 


^(x)F 2 {x)\ 
2 

1^1 (^) + 祝工 )| 
2 

|/(x) + f { x )\ 

~Y 


11/11， 


因此 



=1, 但这与 X * 是严格凸的矛盾.所以/在 X 上只有 


唯一的保范延拓. 


问题 2.5.13 若对 X 的任意子空间 M ， 任意的 f e M ' f 在 X 上都只有唯 
一的保范延拓，则 X * 是否一定严格凸？ 

是的.这是 Foguel 在1958年证明的.实际上,假如 X * 不是严格凸的，则存在 
flj2 € X\fi ^ / 2 , ||/ i || = ||/ 2 || = ||(/i + / 2 )/2|| = 1. 令 M = {x I fi(x) = / 2 ( x )}， 
则 / Or ) = fi(x) = / 2 ㈤ 为 M 上的连续线性泛函.若能证明 ||/||m = 1，则 A 和 /2 
为/的两个不同保范延扩，矛盾.若 z e X ，满足/⑷=1，则任意 X € X ，都可以 
唯一表示为 x = y az , 这里 y e M ， a = f(x) = fi(x) - / 2 ( x ) .取 {: r „} 为 X 中满 
足 || x n || = 1 和 (f\(x n ) + , 2 ( 工 n ))/2 — 1 的序列，则 fl(x n ) —> 1,并且 / 2 (〜） —1. 
故存在 y n e M ， fl n = f\(x n ) - / 2 ( 工 n )， 使得： = 2 /n + O n 2 , 因此 ， lim ( 2 n = 0. 因而 

n—^oo 


lim ||x n || = lim || 如 || = 1 

71 ― >OC 71 ― ^OO 


并且 

lim f ( y n ) = lim fi { y n ) = 1. 

n—*oo n—>oo 

故 II/ IIm ^ l, 所以 II/ IIm = 1. 

问题 2.5.14 什么是最佳逼近元？ 

设X是赋范线性空间， M CX,X ex , 若存在 yo e M, 使得 

lk-yo|| = inf ||x-t/||, 


则称 y Q 为 M 中对 x 的最佳逼近元. 
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从而 

因此 



2/1 + 2/2 



x - y \ 

=1, 

X ~ V 2 

=1， 且 

( X ~ yi - 

d A 

d 


d 


V d 

d J / 


但这与X的严格凸性矛盾、所以由反证法原理可知 o: 在 M 中存在唯一的最佳逼 
近元. 

问题 2.5.18 设 M 是赋范空间 X 的线性子空间，则/ € AT 在 X 有唯一的 
保范延扩的充要条件为对每个 9 6 X*, 存在唯一的 h e = {u e X* | u| M = 0} 
使得 II 分一 "II = inf {||^ - u || I u e M ^} 吗？ 

是的.这是 Phelps 在 1960 年证明的.参见： Phelps R R . Uniqueness of Hahn - 
Banach extensions arid unique best approximation . Trans . Arner . Math . Soc .，1960, 
95: 238-255. 


2.5.3 严格凸性不是拓扑性质 


问题 2.5.19 严格凸性不是拓扑性质，它是不是与线性空间 X 的范数选取 
有关？ 

是的.在7? 2 中，如果取范数 ||a:|| = (|xi| 2 + |a: 2 | 2 )( 则 （i? 2 , || • ||)是严格凸 
的，但对于另一个范数 ||x||i = max{|xi|, |x 2 |}, (i? 2 , || - ||i) 不是严格凸的，并且范 
数 IMIi 和II 'll 等价 • 

问题 2.5.20 在 h 可以构造一个新范数 || • h ， 使得 (/ i ,|| - || i ) 是严格凸空 


间吗？ 

是的.在 G 可以定义新范数= 
严格凸空间. 


/ oo \ 1/2 

f^lxil 2 ,则不难验证 （Lll.lh) 是 


问题 2.5.21 在 c 0 可以构造一个新范数 II . lb 使得 ( c 0 ,|| - 111) 是严格凸空 


间吗？ 

可以.在❻定义新范数 Hxll ! = 



则不难验证 K || -Hi ) 是严格 


凸空间. 

问题 2.5.22 任意 Banach 空间 X 都一定存在等价的严格凸范数吗? 


不一定.若 r 是不可数集，则 ioo ( r ) 没有任何等价的严格凸范数. 

问题 2.5.23 若 X 是严格凸的 Banach 空间， M 是/ 的闭子空间，则 X/M 
一定是严格凸的吗？ 
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不一定 . Zoo 有等价的严格凸范数， Bourgain 在 1980 年证明了商空间 
有等价的严格凸范数.参见： Bourgain J . ioo/co has no equivalent strictly convex 
norm . Proc . Amer . Math . Soc ., 1980, 78(2): 225-226. 

问题 2.5.24 若 X 是严格凸的 Banach 空间， M 是 X 的自反子空间，则 X/M 
一定是严格凸的吗？ 

是的.这是 Klee 在 1959 年证 明的. 参见: Klee V . Some new results on smooth ¬ 
ness arid rotundity in normed linear spaces . Math . Ann ., 1959, 139: 51-63. 

问题 2.5.25 在 C [0,1] 可以构造一个新范数 H - lli , 使得 （ C [0,11,11.11!) 是严 
格凸空间吗？ ^ 

是的 . Il^rlli = sup \ x ( t )\ ~\~ ( [ | x (0 | 2 dA 就是 C [0,1] 的等价严格凸范数. 

te[o f i] \Jo J 

实际上， C [0,1] 是可分的 Banach 空间，可分的 Banach 空间都一定存在等价的严格 
凸范数. 



第 3 章有界线性算子 

3.1 有界线性算子 

3.1.1 线性算子的定义 

问题 3.1.1 线性算子与线性泛函有什么区别？ 

设 x 和 f 都是赋范空间， r 是从 x 到 y 的算子，且 满足： 

(1) T[x + y ) = Tx - {- Ty , 任意 y G X ; 

(2) T ( ax ) = aTx ^ 任意 x e X,a e 
则称 T 为 X 到 y 的线性算子. 

要是上面定义中的赋范空间 F 是数域实数域或者复数域 C 7), 就称了为 
X 到 K 的线性算子为线性泛函，线性泛函一般用/表示. 

问题 3.1.2 什么是可加算子？ 

设 X 和 y 是赋范空间， r : 久 — I 满足 ： TOr + W = + 对任意 X ，?/ G X 

成立， 则称 r 是可加算子. 

问题 3.1.3 赋范空间 x 到赋范空间 y 的可加算子一定是实线性算子吗？ 

不一定.可参考可加泛函不一定是线性泛函的例子.这里 T 是实线性算子是 
指：对于任意实数 a 和/?以及 x , 2 / € X ，都有 T(ax + (3 y ) = aTx + (3 Ty . 

问题 3.1.4 复赋范空间 x 到赋范空间 y 的连续的可加算子一定是实线性 

算子吗？ 

是的.证明与实赋范空间上的可加泛函一定是线性泛函是类似的. 

问题 3.1.5 复赋范空间 X 到复赋范空间 K 的连续的可加算子一定是 （复) 
线性算子吗？ 

不一定.对于复赋范空间 x 到复赋范空间 y 的算子 r ， r 是（复）线性算子是 
指：对于任意复数 a 和/?以及 X , y e X ，都有 T(ax -f (3 y ) = aTx + (3 Ty . 设 X 是 
全体复数，范数为 ||: r || = | x |, 定义 X 到 X 的算子为 : Trr = %这里无是: r 的共轭, 
则了是可加连续算子，但对于复数 a ： = i ， 点 x = i 6 X ，有 T ( ax ) = T ( —1) = — 1, 
但 aTx = i {- i ) = 1 ? 因此， T { ax ) = aTx 不成立，所以，: T 不是（复）线性 算子. 

3.1.2 线性连续算子的性质 

问题 3.1.6 设 r 是賦范空间 x 到 y 的线性算子，则 t 在 x 上连续当且仅 
当 T 在某个 x 0 e X 处连续吗？ 



• 106 . 


第 3 章有界线性算子 


是的.容易验证. 

问题 3.1.7 线性算子有界和无界是怎么定义的？ 

设: T 是赋范空间 X 到: K 的线性算子，若存在数 M > 0,使得 

|| Tx || ^ M || x ||, 对任意 x e X 成立. 


则称 r 是有界线性算+ (bounded linear operator ), 否则称为无界的. 

问题 3.1.8 赋范空间 X 到赋范空间： T 的线性算子 r 一定是有界的吗？ 
不一定.设巧 0,1] 是 [0,1] 上的所有多项式构成的线性空间，范数1|刈= 
| x ⑷|,定义 r 为 ( Tx )( t ) = 〆 ⑷，则 r 是 P [0,1] 到尸 [0,1] 的线性算子，但对 

于 ⑷= t n ， 有 ll x n || = 1,并且 { Tx n )( t ) = nt n ~~ 1 ,因此， \\ Tx n \\ = n , 故不存在有 
限的常数 M ， 使得对于任意 x G P [0,1], 都有 || Tx || ^ M \\ x \\ 成立，所以， r 不是有 
界线性算子. 

问题 3.1.9 对于赋范空间 x 到赋范空间 y 的线性算子 r ， 若： r 是连续的， 
则 N { T ) = {xeX \ Tx = 0} 一定是 X 的闭线性子空间吗？ 

是的.由算子连续的定义容易验证. 

问题 3.1.10 对于赋范空间 X 到赋范空间 y 的线性算子 T ， N { T ) = {x e 
x I = 是 x 的闭线性子空间时 ， r 一定是连续的吗？ 

不一定.如对于 X 为 C {) 中所有只有有限个坐标不为零的; T ， 范数 
定义: T : co — c 0 /rx = T ( xi ) = { ixi ), 则容易知道： T 是线性算子，并且||了|| = + 00 , 
因此: T 不连续，但 N { T ) = {0} 是 X 的闭子 空间. 

问题 3.1 .H 设 t 是赋范空间 x 到 y 的线性算子，则 r 是有界的当且仅当 
T 是连续的吗？ 

是的.证明与线性泛函的同样结论类似. 

问题 3.1.12 设: T 是赋范空间 X 到赋范空间 y 的算子，则下列条件等价吗? 


(1) T 是连续的. 

(2) 对于 r 中的任意开集 c /， r - 1 ^) AX 中的开集. 

(3) 对于 y 中的任意闭集 f /， T -\ U ) 是 X 中的闭集. 

(4) 对于任意 x n , x 0 € X ，当： c n —► :ro 时，有 Tx n Tx 0 , 并且 lim Tx n = 

n—►oc 

T lim x n = Tx {). 

n—►oo 

是的.不难验证. 


问题 3.1.13 设 r 是赋范空间 x 到 y 的线性算子，则： r 的范数如何定义? 


若 r 是 x 到 y 的线性连续算子，则称 


|| T||= SUP 

x^0 


11^11 

Ikll 


为 T 的范数. 



■ 
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问题 3.1.14 || T || = sup || Tx || = sup || Tx || = sup ||7": r || —定成立吗？ 

||a:||=l ||a ： l|<l l|a ： ll<l 

是的 • 先证明 || r || = sup || Ta :| . 

I | x||<l 


(1) 由于 sup || Tx ||^ sup sup = 因此 || T || 彡 sup || rx ||. 

||x||<l ||x|I<l \\ x \\ \\x\\^0 ll^ll ||x||<l 

对于任意丄〉0，由 || T || = sup Id ! . = sup T -^— = sup || Tx || 可知存在 

71 . ||a:||^0 II 工 II I |a?| |^0 I 上 I |cc| |=1 


||^：n|| = 1，使得 ||了〜|| > ||T*|| — ^，故 T ll — —) X n > (1 —^ j (||了|| — s j， 因而 


二 P 〈严 0 T^--) Xn ^ 


\ T \ 


对任意 n 成立，从而 ||r|| 彡 sup HTxll , 所以， || T || = sup || Tx ||. 

" x||<l || ar||<l 

(2) 明显地， sup || Tx || ^ sup || Tx ||, 因此 sup \\ Tx \\ ^ || T ||. 

|| x||<l llxll^l 11 x110 


由 || T || = sup 


11^11 

IWI 


sup T 

JT^O 


Ikll 


sup 

|| x || 彡 1 


IWI 


詞 


sup \\ Tx \\ 可知 || T || = sup || Tx ||. 
IklKi IWI 彡 i 


(3) 由于 sup || Tx || ^ sup 故 || T || > sup || Tx ||. 明显地， sup || Tx || = 

IkIKi lkll =1 lkll=i II 工 ll=i 

sup ^ SU P = ll T H * 所以 HI = sup || Tx ||. 

问题 3.1.15 若 T 是 X 到 Y 的非零线性连续算子，则对于任意 || x || < 1，都 
一定有 Iiryi < imi 吗？ 

是的.若存在 () < llxoll < 1 满足 IITxoll ^ || T ||, 则对于 yo = ^，有 || 2 ；。|| = 1， 
并且 htt / oIi = > imi ， 但 imi = — iitxii , 因此，这是不可 能的. 

II^OH ||x|| = l 


问题 3.1.16 设 T 是 X 到7的线性连续算子，若: r 0 G X ,有 || Txo || < || T ||, 
则一定有 || a ： o || < 1吗？ 

不一定 . 尺 2 在范数 IWI = IxJ + |: r 2 | 下，令 r : i ? 2 -> i ? 2 为 rx = T { x u x 2 ) = 
xi - x 2 , 则容易知道 || r || = 1, 并对于 ar 0 = (0.5, 0.5)，有 || rx 0 || = 0 < || T ||， 但 

I 工 oil = 1. 

问题 3.1.17 若了是 X 到 K 的线性连续算子，则一定存在 x 0 G X ， || x 0 || = 1, 
使得 || Trro || = HI 吗？ 
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不一定.设 X 是只有有限个^不为0的序列全体构成的线性空间，范数 || x || = 

sup | xi [, 对于（抑） e 久，算子 T : X — l u Tx = (奈)，则不存在: r () e X ， || xo || = 1， 
使得 IITcroll = || T ||. 


实际上，由： T 的定义可知 r 是线性算子，且 || Tx || = ||(^)|| = ^ 



sup \ x . i \ = || x ||， 这里 || x || 的范数是: r 在久 中的范数， \\ Tx \\ 的范数是7> 在 


h 中的范数，因此 111 彡1， 从而: T 是线性有界算子.取 xn = (1， 1， •.. ，1，0, • • • ,0), 
则 〜 e X ，且 || x n || = 1,故 ||了|| 彡 \\ Tx n \\ = f 去 — 1，所以 ||了|| = 1. 但明显地， 


1=1 

对于任意 || x || = 1，有 : r e X 可知一定存在某个 W ， 使得 i > TV 时 a = 0，因此一 

定有 |«=£學=亡1|1 <: £ i =1 . 


问题 3.1.18 设（々 ） e z u 算子 r : g l Tx = ( J ) ，则了是线性有界算 
子吗？ ||711是多少？ 


是的.由： r 的定义可知： T 是线性算子，且 \\ Tx \\ = ||(| i )|| = ^ 

t=l 

oc 

\ = ^ Ikllj 因此 || r || 彡 I ，从而 r 是线性有界 算子. 取 xo = ( i , o ，...，())， 

i=l 

则: c 0 e / i ， 且 iix 0 |i = 1，故 m 彡 n^oii = 所以 m 

问题 3.1.19 设（: Ti ) G / oo , 算子 T •• 1沈 — Co , Tx = (岛)，则 T 是线性有界 
算子吗？ I | r || 是多少？ 

是的.由 r 的定义可知 r 是线性算子，且 || Tx || = ||( g) I = sup ^ ^ 
]- sup | xi | = ^\\ x \\, 这里 || rr || 是 a : 在 Zqq 中的范数， || rx || 的范数是 Tx 在 cq 中的范 
数，因此 || r || 彡从而： T 是线性有界算子.取 : ro = (1,0,... ,0)，贝 lj xo € Zoo , 且 

iNii = 1，故 imi > nr ： r 0 |i = - ，所以 imi = f 

问题 3.1.20 设 （ Xi ) e /心算子 TUuTx = ( J ) ，则了是线性有界 
算子吗？ imi 是多少？ 

是的.由 r 的定义可知 r 是线性算子，且 \\ Tx \\ = 11( 奈 )11 = £ ^ 
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[ib 


sup \ xi \ = || x ||, 这里 ||* r || 是 X 在 Zoc 中的范数， IIT ^ II 是 r ： r 在 / i 中的范 


数，因此 || r || < 1,从而 T 是线性有界算子，取 xo = (1,1，…，1)，贝 U xo Moo , 且 

6o - 

Ikoll = 1, 故 || r || 彡 || Tx 0 || =^^7 = 1, 所以 || T || = 1. 

i=l 

问题 3.1.21 设 （ A ) e 算子 TA — la ^ Tx : , 则: T 是线性有界算 

子吗？ || T 1| 是多少？ 

是的.由 r 的定义可知 r 是线性算子，且 || Tx || = sup ^ ^ ^ sup | a ： i | ^ 

Z l Z 


m 


| x t | = U \ x\l 这里 || x || 的范数是 2 ：在 G 中的范数， || rx || 的范数是: r ： r 在 


/ oc 中的范数，因此 IIT 1 I 从而了是线性有界算子.取 X 0 = (1,0，...，0)，则 

x 0 € / i , R || x 0 || = 1, 故 || T || > ||7" x 0 || = f 所以 || T || = $• 

问题 3.1.22 il T : C[0,1] -> C[0, 1], ( Tx )( t ) = sinnt - x(t), J5«j ||r|| = 1 吗? 
是的.由于 


\\Tx\\ = sup |( T . T )( t )| = sup I sin Jtt - x(t)\ 
tG[0,l] t€[0,l] 

彡 sup I sin TitI - sup | x ( t )| = || x ||. 
te[o,i] «e[o,i] 

对于 x ⑷ = 1，明显地， | W | = 1，并且 || Tx || = 1,所以， " r || =丄 

问题 3.1.23 设 7^ C[0,1] — C[0,1], {Tx)(t) = f : r ⑺ dT ， 则了 连续吗? ||T|| 

Jo 

是 多少？ 

由于 

||7’ ： 1’||= sup \(Tx)(t)\ = sup / x{t) dr 
te[o,i] tG[o,i] Jo 

( sup \x(t)\ dr : =IWI. 

JO t €[0, l ] 

对于 $ ⑴ = 1，明显地 ，M = l , 并且 || Tx || = l , 因此， r 连续，并且 " t | 卜 i . 

问题 3.1.24 设了： C[0,1] — C[0,1], {Tx){t) = h ⑴，则 T 连续吗？ ||r|| 是 

多少？ 

由于 

|| Tx || = sup |( Tx) ⑷ I = sup 枋: r ⑷ I < || x ||. 
t€[o,\] te[o,i] 
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对于 x ( 尤 ） =1，明显地， || x || = 1,并且 || Ta ;|| = sup \ t \ = 1,因此， T 连续，并且 

ee[o,i] 

|r|| = i. 

3.1.3 有限维赋范空间上的线性算子的连续性 


问题 3.1.25 存在赋范空间 X ,对于任意赋范空间 X 到 F 的任意线性算 
子 T 都是连续的吗？ 

是的.若赋范空间 x 是有限维的，则对于任意赋范空间 y ， x 到 r 的任意线 
性算子 t 都是连续的. 


设 X 是 n 维赋范空间， { 61 ，…， e n } 是 X 的 Schauder 则对任意 : r e X ，有 



由于 T 是线性的，故 

n 

Tx = ^ aiTe . i ， 


Tx 


ociTei 

i=l 


(^ \ o ^ i \ \\ Tei \\ ^ max {|| Tei ||} 



n 

对任意 x G X , 定义 llxb = I |%|，则 || . || i 是 X 上的范数，因此 || • | k 与 
• II 等价，即存在 C >0, 使得 1-1 


^ c \\ x \\. 



令 M = C max {|| Tei ||}， 贝 1 J 

|Tx|| 彡 M||x||, 

所以，: r 是 x 到 f 的连续线性算子. 

问题 3.1.26 若对于赋范空间 X ,任意赋范空间到 y 的任意线性算子 
: T 都是连续的，则 X —定是有限维的吗？ 

是的.假如 X 是无穷维的赋范空间，则由 Zorn 引理可证一定存在一个 Hamel 
基&它包含可数个线性无关的％定义对于 S 中的其他元素，/都 
取 0，当 a ; G X， r = y ^ ajXi.Xj G 时，/ ㈤ =[<^/(而)，则/是 X 上的线性泛 

函，并且 sup = +⑴，因此， f 为 X 上的不连续的线性泛函. 
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3.1.4 线性算子空间的性质 

问题 3.1.27 线性连续算子构成线性空间吗？如何定义范数，使之成为一个 
赋范空间？ 4 

若用 L ( X , Y ) 记所有从赋范空间 X 到赋范空间 y 的线性连续算子，则 L ( X , Y ) 
在线性运算 { aT { ^0 T 2 )x = aT x x + f 3 T 2 x 下是一个线性空间，在 L ( X , y ) 中，由算 
子范数的定义有||乃+ r 2 |K M + ||乃||和 || AT || = | A | || T ||, 以及 || T || = 0时 
r = 0 成立.因此 L { X , Y ) 在算子范数 || . II 下是一个赋范空间. 

问题 3.1.28 设 X 是赋范空间， y 是完备赋范空间，则 L { X , Y ) 是完备赋范 
空间吗？ 

是的.设 { T ；} 为 L ( X ， y ) 的 Cauchy 列，因此对任意 e > 0,存在 7 V ， 使得 
m ， n > 7 V 时， 

I|7m ~ T n \\ < £. 

对任意 X € X ，有 

\\TmX- T n x \\ = IICTm - T n ) x \\ <||T m -r n || . || x ||< e || x ||, 

因此 {!>} 为 Y 中的 Cauchy 列，由 y 的完备性质可知，存在 y G 使得 


lim T n x = y . 

n—oo 

定义 X 到 y 的算子 ， Tx = y = lim T n x , 易知了 是线性的. 

71—^00 

由于 I || r m ||-|| T n || I ^ mil —0,故 {|| T n ||} 为 /?中的 Cauchy 列，从 
而存在 M > 0,使得 || T n || ^ M , 对任意 neN 都成立.故 || Tx || = Yirn ^\\ T n x \\ ^ 

m \\ x \ i 从而 r 是 x 到 y 的线性连续算子. n ""°° 

由上面证明可知对任意 e 〉0,存在； V ，使得 m ， n > iV 时，有 


\ TmX - T n x \\ ^ || T m - T n || • || x || < e || x ||, 对任意 xeX 都成立. 


令 m — oo , 贝 I ， 


\\ Tx - T n x \\< e \\ x\l 


因此 


\ T 7 l - T \\ 


= sup 

x^0,x^：X 



< 1 


对任意 n > N 成立，从而 T ri — T ， 所以， L ( X , Y ) 是完备的. 

问题 3.1.29 设 X 是賦范空间， X # {0}，是赋范空间，若 L { X , Y ) 是完备 
赋范空间，则 y —定是完备的吗？ 
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是的.由于 X # {0}，故存在 wo G X , wo / 0，令 : To = Tp ^ T7 , 则 || xo || = 1, 

故由 Hahn-Banach 定理存在 ||/|| = 1，使得 f ( x 0 ) = || xq || = 1 .若 { y n } ^ Y 
是 Cauchy 列，定义算子列 r n € L ( X ， y ) 为了# = / ㈤ 如，则 r n € L { X , Y ), 并且 
|| T m - T n || = \\ y m - yn\l 因而 { T n } 为 L ( X , Y ) W Cauchy 列，所以存在 T e L { X , Y ), 
使得几 — r . 不难证明如 — Tx 0 , 从而 y 是 Banach 空间. 

问题 3.1.30 对于任意赋范空间 X , 共扼空间 L ( X , K ) 一定完备吗？ 

是的. 一 般都将 L { X , K ) 记为 X '称之为 X 的共轭空间 (dual space ), 所有赋 
范空间 x 的共轭空间； T 都是完备的. 

问题 3.1.31 设都是赋范空间，线性算子： TG 5 G L { Y . Z ), 

则一定有 ST e L ( X ， Z )， 并且 || sr || < ||別| • || r || 吗？ 

是的.对于任意 x ex , 有 

|| 則 K ||列 • \\ Tx \\ ^ ||5|| • || T || * || x || 

因此， ||5 T || ^ ||5|| • || T ||. 

问题 3.1.32 设都是赋范空间，线性算子 re L ( X , y )， S € L ( r , Z ), 
则有可能有 STe L ( X , Z ), 并且 ||5 T || < ||5|| . || T || 

有可能.在 /? 2 上，定义线性算子了 :r = T ( x \^ X2 ) = ( a ： i ,0), Sx = 5( xi , x *2)= 
(0, x 2 ), 则容易知道 || r || = 1， ||61 二1，但 5 r 是零算子，因此， ||5 T | 卜 0. 

问题 3.1.33 设 X 都是赋范空间，线性算子 L ( X , X )， 则一定有 || T n || < 
imr 吗？ 

是的.容易验证. 

3.1.5 Banach 代数 

问题 3.1.34 什么是 Banach 代数？ 

设久是 Banach 空间，若存在从 X x X 到 X 的乘法 （： r ， y ) ㈠ 叩， 使得在加 
法和乘法下 X 是一个环，并且 \\ xy \\ ^ || x |||| y || 对任意 x , yeX 都成立，则称 X 是 
Banach 代数 (Banach algebra ). 

问题 3.1.35 [0,1] 上 的所有连续函数全体 C [0,1] 在范数 || x || = max t6 [ 0j ]] |： r ⑴| 
下是 Banach 空间，定义乘法 { xy )( t ) = x ( t .) y ( t ), ®'J (7[0，1: 是 Banach 代数吗？ 

是的.容易验证. 

问题 3.1.36 乘法运算在 Banach 代数中是连续的吗？ 

是的.若 x n 0：0, — 2/0,则 

\\XnVn - XoVoW ^ II (x n - X 0 )y n \\ -f || 工 0(2/n — 2/)|| 

^ Ikn 一 Toll • ||yn|| + ||^0 1| - WVn — 2/01| — 0. 
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所以， x n y n -> x 0 yo - 

问题 3.1.37 若 X 是 Banach 空间，则 X 到 X 的线性连续算子全体 L { X , X ) 
在乘法为算子复合时是 Banach 代数吗？ 

是的.容易验证 L ( X , X ) 是一个环,恒等算子/是单位元,并且对于任意 5 ,TG 
L [ X ， X )， 有 

j |5 T ||= sup ||( ST ) x ||= sup ||5( Tx )|| ^ ||5|| sup || Tx || = ||5|||| T ||. 

IWI=i IWI=i IWI =1 

所以， L ( X ， X ) 是 Banach 代数. 


3.2 一致有界原理 


问题 3.2.1 什么是 Baire 引理？ 

Baire 引理设 {〜} 是 Banach 空间 X 中的一列闭集，若 
则存在某个 iV 使得^关 0 . 

3.2.1 一致有界原理 



^ 0, 


问题 3.2.2 算子序列 { T a } 的点点有界是什么意思？ 

设 { r a | a e 」}是赋范空间 x 到赋范空间 y 的一族线性有界算子，{^}是 
点点有界的是指对任意的 x e X ，有 sup {|| T a x ||} < + oo 成立，这里 {|| T a x ||} 的上 

a€A 

界与: c 有关， {|| r a : r ||} 的上界依赖于 x 的选择，对于不同的 x ， {\\ T n x \\} 的上界 一 
般不是相同的. 

问题 3.2.3 什么是一致有界原理？ 

一致有界原理设 X 是 Banach 空间， F 是赋范空间， { T a | a e Z } 是 L ( X y Y ) 
中的一族有界线性算子，若对任意 X ，有 

sup {|| T a a ;||} < + oo , 
a€/l 


则 


证明 


U F n 


sup {|| T a ||} < + oo . 

对任意 n , 令 F „ = fl {z G X I || T * a : z :|| 彡 n }, 则是 X 的闭集，且 

a£A 

oo \ 0 一 一 

U K ) = x ° ^ 0 , 因此，由 Baire 引理可知存在某个 iV , 使 


n 


得巧# 0,故存在 x 0 e Fn 及 r > 0, 使得 U [ x 0 , r ) cF N , 因为~是闭氣所以 


U { xo , r ) = B ( x 0 , r ) C F N , 
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问题 3.2.5 设 X 是赋范空间， { x a \ a e A } C X , 若对任意/ e X * ，有 
sup {|/( x tt )|} < + 00 ,则 sup {||〜||} < + oo 吗？ 

aG/l a£A 

是的.定义 T a : X * — R 为 

TaU ) = /( 〜)， 

则几是线性算子，且对固定的 a ， 有 

l|^a(/)|| = |/(a： Q )| < 11/11 - ||x a ||, 

故 r « 是线性有界算子， 

由于 sup {|| T a (/)|[} = sup {|/( x a )|} < + oo , 对任意固定的 f E X * 都成立，并 

a€/l 

且 X * 是完备的，故由一致有界原理可知 

sup {|| T a ||} < + oo , 
aeA 

但 

|| r a ||= sup | T a (/)| = sup \ f { x a )\ = || x Q ||, 
ll / l!=i ll / ll=i 

所以 sup {|| x Q ||} < + oo . 

问题 3.2.6 一致有界原理有哪些应用？ 

如利用它可以证明，存在一个周期为 2 jt 的连续函数 x ( t ), 它的 Fourier 级数在 
0 点是发散的. 

问题 3.2.7 设 yi G R，y = (队)，若对于任意 Xi ^ R , x = (xt) e co , 级数 

oo 

都收敛，则 y ell 一定成立吗？ 

是的.对于任意正整数 n , 定义 

n 

/n(^) = 〉 

i=l 

则容易知道 /n G 并且 ll / n || < t I 队 I . 由于对于任意 X e C 0 , 都有级数 ^XOJi 

i—l t=l 

收敛，所以 {/ n ( J ：)} 在 Banach 空间 c 0 上点点有界，因而，{/^⑷}是 一 致有界的， 
故存在常数 M > 0 ,使得 ||/ n || ( M < oo . 

由于对于每个 i ， 都一定存在 A 满足: Ti % = |%|，并且 | a ： i | = 1,所以只需令 
= { Xl ) X 2 r - ，: Tn ，0, …） ，则 

n n 

fn( x n) = 〉: x iVi = 〉: \lJi\i 
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并且由 ||: r n || = l 可知 

71 

1^1 = l/nOn)| < ll/n|||k n || = ||/ n || ^ M < OO, 


oo 

所以，级数 L |队|收敛，从而， yeh . 


问题 3.2.8 设 X 是 Hilbert 空间， B(x 、 y) 是 X x X 上的双线性泛函，若对 
于每个固定的 x 0 e X,B{x^,y ) 都是入上的线性连续泛函，对于每个固定的 y 0 e 
X,B(x,y 0 ) 都是 X 上的线性连续泛函，则一定存在常数 M 〉 0 ,使得 \B(x,y)\ $ 
M\\x\\ • ||y|| 对任意 x 、 yeX 都成立吗？ 

是的.实际上，由于对于每个固定的 x G X ， B ( x , y ) 都是 X 上的线性连续泛 


函，因此，存在 C r ， 使得 |5( x , t /)| ^ C x || y ||. 对于任意 y # 0,令 f y ( x ) = 





supl/^^)! = sup 


1 召 ( 工， y)l 



^ c x , 故泛函族 {/ y } 在 X 上是点点有界的.由一致有 


界原理可知，{八}是一致有界的.所以，存在常数 M 〉 0, 使得 sup IIII <oo, 
故 \ B ( x , y )\ ^ M || a :|| - || y || 对任意 x,y e X 都成立. 

问题 3.2.9 若 : T 是 Banach 空间 X 到 Banach 空间 V 的线性算子，若对于 


任意 /eF'/oTeX% 则 r 一定是线性连续算子吗？ 

是的.实际上对于任意 x G X ,|| x || 彡1，有 Tx € y ,故对于嵌入映射 J ， 有 
J { Tx ) e Y *\ 因此，对于每个 / € y ' J ( Tx )( f ) = f ( Tx ) = (/ 0 7> 是 X 上的线 
性连续泛函，故将 {X e X I || x || < 1} 看作指标集时，泛函族 J ( Tz ) 在^的每个 
点/上是点点有界的.由于 y * 完备，根据一致有界原理可知泛函族 J ( Tx ) 是一致 
有界的，故存在常数 C > 0,使得 || J ( Tx )|| < C ，故 || Tx || = || J ( Tx )|| 对于任意 

|| o ;|| ^ 1都成立，所以， || T || < C ，即 T 是线性连续算子. 

问题 3.2.10 有没有人考虑无界线性算子的一致有界原理呢？ 

有. Moorthy 和 Ramasamy 在2014年讨论了无界线性算子的一致有界原理， 
证明了下面的结论. 

设 X 是 Banach 空间， y 是赋范空间， { T x } iel 是一族 X 到 K 的线性算子，若 
对于每个 x G X,{TiX \ iel } 都是有界的，则一定存在 X 的开单位球的一个稠密 
子集.4，使得 {TiX \ i E I,x e A } 是有 界的. 参见： Ganesa Moor thy C , Ramasamy 


C T . Uniform boundedness principle for unbounded operators. Acta Math. Univ. 
Comenianae, 2014, LXXXIII (2): 317—320, 


3.2.2 线性算子的各种收敛性 


问题 3.2.11 线性算子的各种收敛性如何定义? 
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设 X， y 是赋范空间， r n € L(X,Y) } T€ L ( X , y )， 则 

⑴若 || r n - T || — 0,称 T n —致算子收敛于: r , 记为 r u M r ; 

(2) 若对任意 o ： GX , || T n x - Tx || -0, ^ T n 强算子收敛于 T , 记为 T n 二: T; 

(3) 若对任意 xgX } /gY\W \f(T n x) - f{Tx)\ — 0,称 T n 弱算子收敛于 T ， 
记为 T n T . 

问题 3.2.12 线性算子的各种收敛性有何关系？ 

⑴若 r „ Mr ， 则 T n ^ r ; 

(2) 若 T n - 二 T ， 则7；」％ 7\ 

实际上，⑴由于 r n —致算子收敛 r , 故对任意 : r e X ，有 \\T n x - Tx\\ < 
|| T n - T ||.|| x || ^0,所以凡强收敛于： T . 

(2) 若 T n 强收敛于 T ， 欲证明弱收敛于 T. 由于 r n 强收敛于： T ， 因此 
对任意 a: € X ， 有 ||T n x-Tx|| 0,故对于任意 / G V,有 \f(T n x) - f{Tx)\ = 
\f{T n x - rx)\ ^ ii/ii • ||r n x — 叫卜 0,所以 r n 弱收敛于 r. 

但反方向的推导一般都不成立. 

实际上，在 G 中，定义 r n •• h — h 为 

T n x = (()，•.• J 0, x n + i , x n + 2,***)^ 

W \ T n e L { luh ), 且对任意 x € “ ，有 

OO 

\T n x - 0a:|| = ||(0, •• - ,0,o: n - f i,x n+ 2,***)ll = W — 0 ’ 

i=n+l 

因此 r n 二 o , 但 

\\T n - 0|| = sup \\T n x\\ ^ ||r n e n+ i|| = ||(0, ••- , 0,1,0, • • • )11 = 1, 

|卜||=1 

所以， r n 不一致收敛于零算子 o . 

问题 3.2.13 设 X 是 Banach 空间， y 是赋范空间， r n € L{X,Y), 若对任意 
x e x , {T n x} 收敛，则一定存在 reL ( x ， y ), 使得7；强算子收敛于： T 吗？ 

是的.由于 {T n x} 的收敛对任意 x 都成立，故可定义: T:r = 由 T n 的 

线性可知: T 是线性的. n ~"°° 

由于对任意 X e X, {T n x} 收敛，故 {|| T n x ||} 也是收敛的，从而 sup {|| T n x ||} < 
+ oo , 根据一致有界原理，有 sup {|| T n ||} ^ M < + 00 ,因而 

||7 x || = lim || T n x || ^ sup || T n || || x || ^ M || x ||, 

n—►oo 

即 TeL{x, y ), 显然 r n 二 t. 
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问题 3.2.14 设 X , y 是 Banach 空间， r n G L ( X ， Y ), 则下列条件是 { T u } 强 
算子收敛的充要条件吗？ 

(1) 存在 C > 0, 使得 sup {|| T n ||} <+ oo ; 

(2) 存在 M C X ， 使得 M = X 且对于任意 e Af ， { T n x } 收敛. 

是的.若几二 T \ 则 （2) 明显成立. 

若对于任意 t e 入，有 lim r n :r = Ta ^ 故 sup {|| T n x ||} < - hoo . 由一致有界原 

n—oo 

理可知 {|| T n ||} 是有界的. 

反之，若（1)，⑵成立，对任意 x G X 及任意 e > 0,由 M = X 知一定存在 
yeM } 使得 

I 卜 J/II 〈忐 . 

因为对任意 yeM ，{ T n y } 收敛，所以存在 TV ， 使得 m> n > iV 时，有 


故 


\\TrnV - T n y\\ 



\\T rn ^ — T n x\\ ^ \\T m x — T m y\ \ -f- | \T m y — T n y\ \ -f \\T n y — T n x\\ 

<||T m ||||x- 2 /|| + | + ||T n ||||x- 2/ || 


€ e e 
^ C 3 C ^~^ C 3 C 



由于 y 是完备的，因而 {T n x} 是收敛的，定义 r：E = lim :?> ，则 ： r e L(x y), 

n—►oo 

所以 T n T. 

问题 3.2.15 设 X 是 Banach 空间 ，： K 是赋范空间，： ^ 6 F ), 若 

T n r ， 则 

imi^ iim ||r n || 

n—♦oo 

吗？ 

是的 . 由： r n 二 r 可知，对任意 : r e X ，有 


Tx = n li ^ TnX ' 


由于 X 是 Banach 空间，并对任意 x € X ，有 sup{||T n x||} < oo , 故 sup{||T n ||} < 
oo , 从而 

||Tx||= lira ||T n x|| = lim ||T n x|| ^ Urn ||T n || • ||rr||, 

n - n — >oo n ― >oo 

所以 ||r|| ^ Um ||T n ||. 

n—>oo 

问题 3.2.16 设 X 是 Banach 空间 ， / n e X* 且对任意 ： r e X ， lirn f n ( x )= 
/( x )， 则 f e XU °° 
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是的.由于 lim / n ( x ) = /(： r )， 故 sup {|/ n ( x )|} < 00 对任意 x 成立，由 X 是 

n—too 

Banach 空间可知 

sup {||/ n ||} < M < oo , 

因而 \fn(x)\ ^ ||/ n ||*|| x || < M\\x\\ y 所以 \f(x)\ ^ M\\x\\ } 即 / 是 X 的线性连续 
泛函. 

问题 3.2.17 若 r 是赋范空间 X 到賦范空间 y 的线性连续算子，若 : rn G 
弱收敛到： r ◦，则 Tx n 一定弱收敛到： Tx 0 吗？ 

是的.由于 / € y •时，有 ||/( Tx )|| ^ ||/|| • || Tx || ^ ||/|| • || T || • || x ||, 槪 foT 
是 X 上的线性连续泛函，故由 x n 弱收敛到: ro 可知 { foT )( x n ) -> (/ o ： T )( xo )， 故 
f { Tx n ) - f ( Tx 0 ) 对任意 feY ^ 都成立，所以， rx n 弱收敛到 Tx 0 . 

问题 3.2.18 若 T n 是 Banach 空间 X 到 Banach 空间： K 的线性连续算子， 
若凡强收敛到 T,x n G X , x n 收敛到 ： r 0 , 则 Tx n 一定收敛到： Ta : 0 吗？ 

是的.由于 X 是完备的，故 T n 强收敛到了时，由一致有界原理可知存在常数 
M , 使得 || T n || 对所有 n 都成立•故 \\T n x n - Tx 0 \\ ^ \\T n x n - T n x 0 || + \\T n x 0 - 
Txo\\ ^ A /|| x n — X 。" + \\T n x — Txo ||, 所以， || T x x n — TxqII — > 0. 

3.3 开映射定理与逆算子定理 


3.3.1 开映射定理 

问题 3.3.1 什么是开映射？ 

设 X 和 r 是赋范空间，: — y ， 若了把 X 中的开集映成 y 中的开集，则 
称 T 为开映射 (open mapping). 

问题 3.3.2 设 X 是实赋范空间，则 X 上的任意非零线性泛函/，/ 一定是 
X 到的开映射吗？ 

是的.由/ / I )可知存在 xo / 0,使得 f { x 0 ) = 1,故对于 X 的开集 G 及 
任意 a e /(G), 必有： r e G, 使得/㈤= a ，由于 G 是开集，故有 e > 0,使 
U (x,£■) c G, 因此对 x ~h Axq , IAj < s /|| xq .||， 有 x - j -Axo G G, 因而 f{x-\~ Axo) G /(G )， 

忐 ) C / ⑹，即 a 为 

/( G ) 的内点，所以 /( G ) 为开集，即/ 一 定是开映射. 

问题 3.3.3 设 x , y 是实赋范空间，若 r 是 x 到： r 的开映射 ，则了 一定是 
满射吗？ 

是的.由于： T 是开映射，故开单位球 Ux = {x e X \ || x || < 1} 在： T 下的 
像 r [/ x 是 y 中包含0点的开集，因而 TUx 包含某个幵球 (7(0, r ), 故对于任意 


但 /(x + \xo) = f{x) 4- A/(x 0 ) = a + 入，故 (a 


e 


|x 0 | 






♦ 120 . 


第 3 章有界线性算子 


yeY , 存在 a e R ， 使得 a 以 TU X ， 因而，存在 x G t / x , 满足 Tz = a % 因此，有 
T (0= y ， 所以 ， T 一定是满射. 

问题 3.3.4 设X， F 是 Banach 空间， r e L ( X ， F ), 问 T 何时一定是开映射? 
开映射定理 设X和 F 是 Banach 空间， T G L ( X ， F )， 若： T 是满射，即 
= y ，则 t 是开映射， 

引理 设 X , y 是 Banach 空间 ，: T € L { X , F ), 若 ： TX = 则存在 e 〉 0, 使 
得 /7(0, e ) C T _, 1)). 

引理的几何意义是如果 u { o , 1) 是 x 中的开球，则 r ( t /( o , 1 )) 为 r 中的点 
集，且 r 中的0点一定是 r ((7( o , 1)) 的内点. 

开映射定理的证明 设！7是 X 中的任意开集，则对任意 yo G T ( U )、 存在 
a：o G C /, 使得 

y() = Txq ， 

下面只需证明： Tx 0 为 T ( U ) 的内点. 

由于"是开集，故存在 r > 0,使得 /7( x 0 , r ) C t /， 故 

T { U ) D T ( U { x ^ r )) = T { x 0 + x | a : 6 C /(0, r )} 

= {Txq + Tx I x € f /(0, r )} 

= Tx 0 + T ( t /(0, r )) = y 0 + T _， r )). 

由上面引理可知，存在 e >0 , 使得 U (0, e ) C T _， l ))， 因此 U {0, re ) C T _， r ))， 
所以 

T ( U ) 3 2 / 0 + T ( C /(0, r )) D y 0 ^ U ^ re ) = U ( y 0 ， re ), 

即 2/ 0 为 T ( U ) 的内点，因而 T [ U ) 为 Y 的开集. 

问题 3.3.5 在开映射定理中，若 X 不是完备的赋范空间，则结论成立吗？也 
就是说：设X是赋范空间， Y 是 Banach 空间，： T G L ( X ， F )， 若了是满射，即 
rx = F ，则 r 一定是开映射吗？ 

不一定.设 Y 是无穷维的 Banach 空间， Z 是赋范空间，则存在线性算子 S : 
K 是不连续的 • 令 X = {[ y ， Sy 、 的图像，则久不是完 

备 的赋范空间.否则的话， *5 就是 Banach 空间 7 到 Banach 空间 Z 的闭算子，因 
此由闭图像定理可知， S 是连续的，但这与 S 是不连续的矛盾. 

定义算子 T -. X-^Y % T ( y ， 办）= y ，则 || T ( 2 /,^)|| = \\ y \\ < \\ y \\ + _ ，因 
此， || T || < 1，故： T 是连续线性算子，并且 T 是满射，但 T 不是开映射. 

实际上，这是由于： T 的逆算子 T - 1 : F -> X , T - l y = { y . Sy ) 是不连续的算子， 
容易验证 s 是连续的当且仅当 r - 1 是连续的，因此， r - 1 不是连续的.假如: r 是 
开映射，则容易知道 T - 1 是连续算子，所以， r 不是开映射. 
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问题 3.3.6 若/线性连续泛函，则/ 一定是开映射吗？ 

不一定.在实数/?上，定义零泛函/,对于任意 : r e 7?，有/ ㈤ = 0,则/是线 
性连续泛函，但/不是开映射. 

问题 3.3.7 若 X 是 Banach 空间，则对所有 f e X \ f ^ 0, f 一定是开映 
射吗？ 

是的.不失一般性，不妨设 K = i?, 则由于 / ^ 0, 故存在： ro G X ，使得 
/( x 0 ) = 1,故对任意 a e 有 y = e X , 使得 f ( y ) = f ( ax 0 ) = a ，因而 / 是 X 
到的满射.所以，由开映射定理可知/为开映射. 

问题 3.3.8 若 T 为非零线性连续算子，则 T 一定是开映射吗？ 

不一定.设了： (x,0), 则容易知道 T 是非零的线性连续算子，但 

对于幵集凡77?不是/? 2 中的开集.实际上，假设: Ti ? 是/? 2 中的开集，则 T 7? 的 

补集 (TRf 一定是7? 2 的闭集，但对于(1，*) e (77?) '有 ( I ，-) — (1，0)，并且 

(1,0) 不属于 { TRf , 这与 ( TR)c 是 R 2 的闭集矛盾，所以，77?不是/? 2 的幵集，故 
T 不是开映射. 

问题 3.3.9 若/是开映射，则/ 一定连续吗？ 

不一定.设 P [0，1] 是[0，1]上的所有多项式构成的线性空间，范数 ||rr|| = 

max | rc ( t )|, 定义 f 在 x 点的值为: r ⑴的导数在 t = 1 点的值，即/⑷=工’⑴，则/ 
«€[ 0 » 1 ] 

是尸 [0, 1] 上的线性泛函，但对于 Xn ⑷= P ， 有 || x n || = 1,并且 f ( x n )= nt 7 l ~ 1 lt=l = 
n , 因此， ll/ll > \ f ( x n )\ = n ，故 / 不是线性连续泛函，但由前面问题可知/是线性 
泛函，因此，/是开映射. 

问题 3.3.10 设： T 是赋范空间 X 到赋范空间 F 的线性算子，若了一 1 是 F 

到 X 的线性连续算子，则 r 一定是开映射吗？ 

若 r - 1 是 y 到 x 的线性连续算子， r - 1 的定义域为整个广则 : r 一 定是幵 
映射.这是由于对于任意 X 的幵集 tz . 有[/在7- 1 下的原像 ( T - 1 )- 1 ^ 与 7 T 7 相 
等，故由： T - 1 连续可知 7 T 7 是 y 中的开集，因此，7 1 —定是开映射. 

问题 3.3.11 若线性算子 r 是 Banach 空间 X 到 Banach 空间 Y 的开映射, 
则 r 将 X 的闭集都映为 K 的闭集吗？ 

不一定.若 r 是 i ? 2 到/?的投影算子，则不难验证 r 是连续线性算子，并且 
T 是满射，因此, T 是开映射.但对于炉的闭集 F = {( xi , x 2 ) G R 2 I AX 2 = 1}, 有 
= /?\{ o }， 故 rF 不是7?的闭集，所以，: r 不一定将/? 2 的闭集 映为开 的闭集. 
问题 3.3.12 若线性连续算子了将 X 中的闭集都映为 y 中的闭集，则 ： T 一 
定是开映射吗？ 

不一定.设了 ： — i? 2 ，x H ( x ,0), 则容易知道 r 是非零的线性连续算子，不 
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难验证 r 将 i ? 的闭集 F 映为 i ? 2 中的闭集 {( x ,0) I x G F }, ® T 不是开映射. 
问题 3.3.13 两个开映射的复合一定是开映射？ 

是的.容易验证. 

问题 3.3.14 设是 Banach 空间， : T 是 X 到 y 的双射，则： T 是开映射 
当且仅当 T ~ l 是连续的吗？ 

是的.容易按照定义验证. 

问题 3.3.15 设 X 是赋范空间，若 M 是 X 的闭子空间，则 Q : X — X / M , 
C ? : z ^无是 X 到 X / M 的开映射吗？ 

是的.实际上，可以分开下面几步来证明. 

(1) 不难验证 Q 是X到 X / M 的线性算子，并且对于任意: r e X，有 ||Q:r|| = 
II列< Ikll， 故 Q 是线性连续算子. 

(2) 下面证明对于任意 xeX ， reR , 有 Q { U { x y r )) = t/Or + Mj ). 由 Q 是线性 
算子可知不失一般性，可以只证明 Q ([/ (0， r )) = f /(0 + M ， r )， 若 y + Me Q ( f /(0， r ))， 
则存在某个 2 ： e U (0, r ), 使得 y M = Q ( z ) = z + M , 故 || 2 / + M || = || 2 ： + M || 彡 
| H | < r ， 因此， y^M e U ( 0 ^ M ， r )， 故 Q ( t /(0, r )) C [7(0 + M ， r ). 另夕卜，若 
2 / + M G t /(0 + M ， r )， 贝 lj inf ||y —7 n ||= inf ||?/+ m || = ||y + M || < r \ 故存在某个 

mEM m^M 

m G M , 使得 ||y - m || < 7 % 因此 ， y — m € J 7(0, r ) •故 

y + M = y — m + M = Q(y - m ) G Q ( t /(0, r )). 

Q («7(0, r )) D /7(0 + M , r ), 所以， Q ([/ (0, r )) = C /(0 + M , r ). 

(3) 再证明 f / g X / M 是 X / M 的开集当且仅当 Q -^ U ) = { xeX \ x + M e f /} 

是叉的开集.由于 Q 是连续算子，故若 (/ Q X / M 是 X / M 的幵集，则 Q ~ l { U ) = 
{ze X I : r+M € [/} 是久的开集.假如[/是 X / M 的子集，并且 Q - Ht /) 在久中是 
开集，则对于任意 x + M € t /， 有 : r € 由 Q - Yt /) 是久中的开集可知，存在 

r >0,使得开球 U ( x , r ) C Q - 1 ⑻，故 C/(x + M , r ) = Q ( U ( x y r )) C Q { Q ~ l { U )) = U , 
因此， a : + M 是 t / 的内点，所以， (7 是开集. 

⑷设 t / 是 X 的开集，则 

Q ~ 1 { Q ( U )) = [/ + M = {x + m I x ^ U.m e M \ = u —). 

me A/ 

由于 t / + m 在 t ； 是开集时一定是开集，故 Q ~\ Q { U )) 是开集，所以，由上面 (7 〔 
X / M 是 X / M 的开集当且仅当 Q - yt /) 是 X 的开集可知结论得证. 

3.3.2 逆算子定理 


问题 3.3.16 什么是逆算子? 
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若 X ， y 为赋范空间， r € L ( X y Y ), 若对任意: r , w € X ， :r # 2/时，必有 r：r # 7 Y 
则算子 T~ i : T*X — > X ，称为 T 1 的逆算子 (inverse operator ). 

问题 3.3.17 什么是逆算子存在的充要条件？ 

设 x , F 是赋范空间 ，： r e L ( x , y )， 则： T - 1 e l { y , x ) 当且仅当存在 s e 
L ( Y , X ), 使得 

ST = I X) TS = I y , 

且此时一定有: T — 1 = ^ 

实际上，若 r - 1 e L ( y , x ), 令 s = t - 1 ， 明显地，有 

ST = T~ l T = I X , TS = TT~ l = / y . 

反之，如果存在 S G L ( Y , X ), 使得 

ST = I Xl TS = I y ， 

则对任意 a : _ %有 STx = j : # = STy , 因此 r ： c 兴 Ty ， 故 T 是单射，从而 T - 1 

存在. 对任意以 € F , 有 5 y € X ，故 T { Sy ) = Iy { y ) = '仏令 a : = Sy ， 则 T*:c = y ， 
因而: r 是满射，明显地，: r - 1 是线性的，因此 r - 1 为 r 到久的线性算子，又因为 
T - l f Y = T ~ l ( TS ) = ( T - l T)S = S , 所以 T~ l = S e L { Y , X ). 

问题 3.3.18 什么是逆算子定理？ 

Banach 逆算子定理设久，: K 是 Banach 空间，： T e L (久, F ), 若 r 是双射， 
则 T~ x 存在，且 T~ x G L { Y , X ). 

证明 由于 t 是双射，故 r - 1 存在，并且 r - 1 是线性的. 

由于 X ， ： K 是 Banach 空间，且 rX = Y ， 因而由开映射定理可知 T 是开映 
射，从而对任意开集 C X ，有 ( T ~ l )- l ( U ) = T ( U ) 也是开集，所以了 - 1 连续，即 
T~ l e L { Y } X ). 

问题 3.3.19 在逆算子定理中， 没有 X 是完备的条件，结论仍然成立吗？ 

不一定.设 X = {( a ， …, x n ,0, ••- ,0) \ Xi e R, 对某个 n , i > n 时 Xi = 
0}，|| x || = sup |而[，则( X ， || . II ) 是赋范空间. 

定义 T..X — X 为 


Tx = 


卜 1，5^3,… 



则: r e l ( x , 久),且 T- 1 存在，但 r- 1 是无界的，这是因为对〜=(0,…，1，0,… ） € 
X，有 T^xn = (0,…， n， 0,…）， HT-^nll^n, 因此 \\ T- l \\^n 对任意 n 成立，所 
以 T - 1 不是连续线性算子. 

问题 3.3.20 设/是实 Banach 空间 X 上的线性泛函，若/是开映射，并且 
/- 1 存在时，/一 1 一定连续吗？ 
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是的.若/是实 Banach 空间 X 上的线性泛函，并且/是开映射，则/ 一定 
是满射.由.广 1 存在可知/是双射，因此，由逆算子定理可知/- 1 连续. 

3.3.3 逆算子定理的应用 


问题 3.3.21 设 || . || 和 || • ||i 是线性空间上的两个范数，且（ X ， || • ||)和 
( X , II .1 U ) 都是 Banach 空间，若存在 /3 > 0,使得 || x || ，则 | H | 与 || • ||i 

等价吗？ 

是的.定义恒等算子 / : ( X ， || • ||) — ( X ， || • || i ) 为 lx = x , 则由 ||/ x||i = || a：||i ^ 
( i \\ x \\ 可知/是连续的. 

显然/是双射，因而由逆算子定理可知，广 1 存在且有界.令 a = J 0 IJ 



= Ikll ^ 11 尸 11 IWIi ， 


所以 pzijjll^ll < IMIi， 即 0 i\\x\\ ^ ||x||i ^ (3 ||x||. 

问题 3.3.22 设 || • 和 || • || 2 是线性空间上的两个范数，且（ X , || • ^)和 
{ X , ||*|| 2 )都是 Banach 空间，若 X 中的序列 { x n } 满足 || x n - x|ji — 0, \\ x n - y \\ 2 — > 0 
时都有 x = y , 则 || . 与 || * || 2 —定等价吗？ 

是的.定义 ||：r|| = ||a：||i + ||^||2, 则容易知道 11.11 是X的完备范数 .令 Tx = x 为 
(X， || .11) 到(X， || • "0 的算子，则容易知道 T 是连续线性算子，并且 T 是单射.因此， 
由逆算子定理可知了- 1 是连续线性算子，故存在 C > (), 使得||刈< CHxlh 对所有 
X e X 都成立，因此，|>||2彡 (C-l)||a:||i， 明显地,由于 ||x||i 彡 | M|i + || x "2 < C||x||i, 
故一定有 C > 1. 故由前面问题可知 || • ||i 与 || • || 2 是等价范数. 

问题 3.3.23 设 || • || 和 || . L 是线性空间上的两个范数，且（ X ， || • ||)和 
{ X , || - || i ) 都是 Banach 空间，若存在 /? > 0,使得 || x||i < /? ": r ||， 则 || . || 与 || • ||i 
等价，如何用它来证明逆算子定理成立呢？ 


由于 T - 1 存在，故可以定义 IMh = IIT -^ H , 容易验证 II . h 是 y 的范数，并 
且对于任意 per ， 有 IMIsmillylK . 

00 OC OC 

另夕卜，如果< 00 ,那么由 ^2 \\^~ l yi \\ — [11队11〖 < 00 可知级数 

i=l i—1 i=l 

绝对收敛，因此，由 X 是完备的可知级数在 X 中收敛，故: r 0 = 


T ~ i ui 存在，并且 


n 


i=l 


T- l [Txo-^yi 

i=l 



0 (tv - oc ). 因此，级数 f 队在 y 中是收敛的，故 （ yj . y 是完备的赋范空间， 




3.3 开映射定理与逆算子定理 


. 125 . 


因而，范数 IMI 与 || • lh 等价，故存在 c > U ， 使得 IIT-^II = \\ y\U ^ C \\ y \\ 对任意 
yeY 都成立，所以, T - 1 是连续的. 

问题 3.3.24 设 INI 和 || • |卜 是线性空间上的两个范数，且 （久， || . ||)和 
( X , || . || i ) 都是 Banach 空间，若存在 (3 > 0、 使得 ||x||i ^ /3 "X "， 则 || • || 与 || • ||i 
等价，如何用它来证明一致有界原理成立呢？ 

若 X 是 Banach 空间，: K 是赋范空间， { T a e 4} 是 L ( X ， Y ) 中的一族有界 
线性 算子， 对于任意 : i ; G X ，有 


sup \\ T a x \\ < oo , 
aeA 


则在 X 上，定义 


Iklll = Ikll + sup \\ TaX \ l ， 

aeA 


不难验证 || . Ih 是 X 上的范数，并且对于任意 x e X ，有 || x || < Uxlh 成立. 

如果 { x „} 是( X ， II .|| i ) 的 Cauchy 列，则对于任意£ > 0,存在 7 V , 使得 m , n > N 
时，有 


\\Xm - X n ||l = H^m - ^n|| + Slip || T «( x m - X „)|| < S, 

a^：A 


故 


I |^m _ I ^ || 工 m ― |l 〈 三 . 

因此， {〜} 是 ( X ，|| • II ) 的 Caucliy 列，由 （ X ，|| _ ||) 完备可知存在 x G X , 使得 

II 工 n — 工 || — 0. 

由于对于任意 Q ； e Z ， 有 

ll^a (*^rn _ ^n)|| ^ Slip \\T a (.T m — X n )|| ^ ||^m _ Tn |l 〈 

a 6 /i 

令 m —► 00 ，则 n > iV 时，有 \\ T a (x - x n )|| < e , 因而 sup \\ T a (x - x n )|| < e ，故 

a€/l 

||Xn - 4 一 0, 因此， （ X，|| ♦ ||l) 是完备的赋范空间 . 

由于 ( JM . II ) 和 Hli ) 都是完备的赋范空间，并且 lk || < _，故存在 
M > 0,使得 IMIi < M \\ x \\ 对任意都成立，故 

sup || T a x || ^ || x||i < M || x ||, 
aeA 


所以， { T n } 是一致有界的. 
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问题 3.3.25 设|卜||和11.11〗是线性空间上的两个范数，且（ X ， INI ) 是完备 
赋范空间，但（入， | Hli ) 不是完备的赋范空间时，若存在/?>0,使得 llxL 
则 II • II 与 II • 111 等价吗？ t 

不一定.在 C [0,1] 上定义范数 || x || = SU p | x (0|，|| x||i = ( 乂 ⑴ I 2 *)' 则 

((7[0,1]， || . ||)是完备赋范空间，但 （ C [0, 1]， || . | h ) 是不完备的赋范空间，它的完备化 
空间是 L 2 [0,1]. 对于任意 x € C [0,1], 都有 IWU < M 成立，但 || • || 与 || • I 不是 
等价范数. 

问题 3.3.26 设入为[0, 1] 上的全体实系数多项式，对任意 z € X,x = x ( t ) = 

n 

Ea〆 - 1 ， 定义 

i=l n 

Iklll = sup | x ⑷ I ， IW|2 = ZW ， 

则 INIi 和 II - II 2 都是 x 的范数，并且 IMIi ^ || x || 2 对所有的 a : 成立，但 IHli 

和 II - II 2 不是等价的范数，为什么？ 

2n 

实际上，对于 X = 0 ：⑷= [(- lr + V '有 INIi = sup | x ⑴ I = 1， _ 2 = 

i=l 

2n 

^ | o ； t | = 2 n , 因此不存在常数 /? 〉0,使得 || x || 2 ^ /3|| x || i 对所有的 x e X 成立， 

i=l 

所以 II • || i 和 II • || 2 不是等价的范数.原因是（ X ， || • || i ) 不是完备的赋范空间. 

问题 3.3.27 设 || • || 和 IMh 是线性空间上的两个范数，且（ X，II • II )和 
( x , IHli ) 都是完备賦范空间，则 imi 与 | h||x 一定等价吗？ 

不一定.若线性空间上 X 是有限维的，则 X 上的任意两个不同范数都是等价 
的，并且在每个范数下都是完备的.对于 Banach 空间 X 上的非零线性泛函/和 
x 0 G X , f ( x 0 ) = 1,范数 HxlK = |/( x )|+ inf || x - Axo || 是完备的，并且范数 || . ||【 

XeK 

与 II . II 等价当且仅当 / 是 （ X , II • II ) 的线性连续泛函.因此，若/在（ X ， II . II )不是 
连续的，则 IMI 与 IHli 不等价. 

问题 3.3.28 设 ( X ,\\ . ||)是无穷维的赋范空间，则是否一定存在范数 II • || i ， 
使得 IMI 与 II • 111 不是等价的？ 

是的.设/是 X 上的不连续的线性泛函，定义 IWK = M + \ f ( x)i 则容易验 
证 || • || i 是 X 的范数，并且 || x || 彡 llo ^ 对任意 xGX 都成立，但|| • ||与|| • | U 不是 
等价的.这是因为假如存在常数 C > 0,使得< C \\ x \\ 对任意 x e X 都成立的 
话，则一定有 C 彡1，并且 \ f ( x )\ ^ ( C - l )|| x || 对任意 xGX 都成立，但这与/不 
连续矛盾. 
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3.4 闭线性算子与闭图像定理 


3.4.1 乘积空间 

问题 3.4.1 什么是两个赋范空间的乘积空间？ 

若（ X ， || • ||)和 （ y ; || • ||)是赋范线性空间，则在乘积空间 x x r 中可以定义 
范数，使之成为赋范空间，对和 ( x 2 , y 2 ) ex xY.Xe K , 线性空间 X x F 
的两种代数运算是 


($1 ， 2/1) + (^2, V2) = (^1 +a ： 2，yi + 2/2 )， 

M x ， y ) = ( Ax , Ay ), 

并且范数定义为 

||(x, 2/)11 = ||x|| -h ||2/||. 

问题 3.4.2 设 X 和 F 都是赋范空间，= ( x n , y n ) e X x V "，则 — > z = 
(: r ， y ) € X x y 当且仅当 a : e X ， y eY 且 x n -> x ， y n — y 吗？ 

是的.容易验证. 

问题 3.4.3 若 X 和 F 都是 Banach 空间，则 X x K 也是 Banach 空间吗？ 
是的.只需按定义验证. 

问题 3.4.4 若 X 和 都是赋范空间，则 X x F 是完备赋范空间时， X 和 F 

也一定完备吗？ 

是的.若 X x 7是完备赋范空间，则对于 X 的 Cauchy 列 { x „}, 容易知道 
( x n ,0) 是 X x 的 Cauchy 歹 lj , 从而存在 ( x o ,0) e X x Y , 使得 (. x n ,0) — > ( x o ,0), 
故 — 抑 在义 中成立，因此， X 是完备的.同理可证 y 也是完备的. 

3.4.2 闭线性算子 

问题 3.4.5 什么是闭线性算子？ 

设 X ， r 是赋范空间 ， T •. D { T ) ^ 7是定义域 D { T ) C X 上的线性算子，若了 
的图像 G { T ) = {( x , y ) I x G D [ T),y = Tx } 在赋范空间 X x K 中是闭的，则称 ： T 
为闭线性算子 （closed linear operator ). 

问题 3.4.6 若 X 是赋范空间 ， f ex * 是线性连续泛函，则/ 一定是闭线性 
算子吗？ 

是的.容易按定义验证. 

问题 3.4.7 设 X ， y 是赋范空间，: T : D (: T ) — F 是线性算子，则 T 是闭线性 
算子当且仅当对任意 { x n } C D ( T ), 满足 — rr ， Tx n — y 时， 必有 x e 1)(7") 且 
Tx = y 吗? 
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是的.若 T 是闭线性算子，则 G { T ) 是闭集，并对于任意 x n e D ( T ), 当 x 7l — 
x , Tx n — y 时，有 [ xn . Txn ) ^ { x , y ), 因此 [ x , y ) e G ( T ), 由 G ( T ) 的定义，有 
x G D ( T ), Tx = y . 

反之，若 （〜, Tx n ) e G ( r ), 且 （ x n ， Tx n ) ( x , y ) 时一定有 x e D ( T )， 
Tx = i /, 从而（: c ， y ) = (: c ，7 X ) G G ( T ). 所以 G { T ) 是闭集，即了是闭线性算子. 

问题 3.4.8 设 X ， V 是赋范空间 ， r : D ( T ) ^ Y 是线性连续算子，若 D { T ) 
是闭集，则 T 一定是闭线性算子吗？ 

是的.设 x n € D ( T ), x n x , Tx n ^ y , 则由了是连续的知 — 7\ i :， 故 
y = Tx . 由于 D { T ) 是闭集，因此 : r e D ( T ), 所以 T 是闭线性算子. 

问题 3.4.9 若: — y 是线性连续算子，则 r 一定是闭线性算子吗？ 

是的.这是明显的.因为这时 D { T ) = X 是闭集. 

问题 3.4.10 C [ a , b ] 上的算子 ： Tx = 的定义域为 Cla . b ] = { x { t ) | x ^ t ) G 

C [ a ,6]}， T 是闭算子吗？ ’ 

是的.实际上，当 x n ( t ) — > x ( t ), x ^ t ) —> / ⑴在 [ a ,6] —致成立时，一定有 
x ( t ) G C ; [ a , 6]. 

问题 3.4.11 若 — y 是闭线性算子，则算子一定连续吗？ 

一般来说，闭线性算子不一定连续.例如，设0[0,1] = {x ⑴ | ：r ⑴为[0，1]上 
具有连续导数的函数}， || x || = sup | x ( f )|， 则 ( C ^ O , 1], || - II ) 是一个赋范空间，在 

^[0,1] 上定义线性算子: T 如下： 

TiC^O,!] ->C[0,1], 


x ( t ) t —> x ’ ⑴， 


则 : T 是 010 , 1 ] 到 C[ 0 , 1 ] 的闭线性算子，但 : T 不是线性连续的 . 

令 : r n = Xn (0 = f 1 ， 则 G 6 ^[ 0 ， 1 ]且 ||0：„|| = sup |t n | = 1 ，但 ||Tx n || = 

sup Inr- 1 ! = n ，因此 T 不是线性连续算子 . 

0<t<l 

问题 3.4.12 若 T 1 是 D{T) C X 到 y 的闭线性算子，则 r 是否把闭集映为 
闭集呢？ 

不一定 . 实际上，将 r 的图像 G(T) 在 X x y 中是闭集的算子称为闭图像算 
子应该更合适 . 对任意 a: = (^) e co, 定义线性算子 T : co — co 为 


Tx = 





则: T 是 Q) 到 Co 的线性连续算子，且 D { T ) = Co, 因此 r 是闭线性算子. 


对于闭集 Co , rco 不是 Co 的闭子集.事实上对于 




1 
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Vn ^ c 0 . 且有: Cn = (1，1，…，1，0,…）， x n € c 0 , 使得 r ： r n = y n ， 故 y n G Tcq, 但因 


为 Un 趋于 2/ = 




2 打 ’ 2 7l +i 


2/餐 rco , 即 rco 不是 co 的闭子集. 


^,故不存在 x € co , 使得 r：r = y ，所以 


问题 3.4.13 设 X , y 是赋范空间，了为 X 到 y 的闭线性算子， F 为 X 的 
紧集，则 T ( F ) 为 F 的闭集吗？ 


是的. 若 y n e r ( F )， 且 y n — 奶，则存在 x n eF 使得 2 / n = Tx ri) 由于 F 是紧 
集，故存在 x njt ， 使得: r nfc — 抑且 : ro e R 由 Tx nk — ㈧ 及 r 是闭线性算子可知 
2 /o = Tx 0) 所以 2/0 € r ( F )， 即 T ( F ) 是闭集. 

问题 3.4.14 若 r 是 D { T ) c x 到 y 的闭线性算子，则 r 的零空间 n [ t ) = 
{x e D { T ) I Tx = 0} 是否一定是闭集呢？ 


是的.若 : r n G iV ( r ), ar „ — ar 0 , 则 Tx n = 0,故： r n — x 0 , Tx n 0, 由于 r 是 
闭算子，故 xo e D ( T) y 并且: Tzo = 0, 因而， € N [ T )、 所以， N { T ) 是闭的线性子 
空间. 

问题 3.4.15 设 x ， y 是赋范空间， r 是 x 到 y 的闭线性算子，则对于 x 
中的任意紧集 C , TC 一定是 y 中的闭集吗？ 


是的.若€ 了 C, 如 — 洲，有: r „ e C, 使得= Tx ni 由于 C 是紧集，故存 
在: r nfc —工0 e 由 — x 0 , = Tx nk — yo 和 r 是闭算子可知 r ： r 0 = y 0 , 故 

2/o e TC y 所以， TC 是闭集. 

问题 3.4.16 设 x ， r 是赋范空间， r 是 X 到 K 的闭线性算子，则对于 y 中 
的任意紧集 C ， T~ l C 一定是 X 中的闭集吗？ 


是的.若 T ~ l y n ^ x 0 , 由于 C 是紧集，故存在4 — 2/0 e C •，故 T - l y nk € 
X , T - l y nk ^ x 0 , 并且 T ( T ~ l y nk ) = y nk — y 0 ，由 了 是闭算子可知 ，㈧ = rx 0 •因 
itk , x 0 = T - l y 0 e 丁- 1 c , 所以，: r-w 是 X 中的闭集. 

问题 3.4.17 设 X 是 Hilbert 空间， T 和: T * 是； i ： 到 X 的线性算子，并且对 
于任意: r ，2/ e 都有（了: r ，2/) = ( x ^ y ) y 即： r 是 r 的伴随算子，则 ： r 一定是闭 
算子吗？ 


是的. 若 y n 4 y 、 T*y n — z ， 则对于任意 a ： G 久，有 （ r ： r ，2/ n ) = (x,T*y n ), 
因此 （ r ： c , y ) = lim (Tx,y n ) = liin (x/r*y n ) = ( x , z ). 故对于任意 a ; € X ，有 

n—^oc n—>oo 

( x , T m x _ 2 ) = 0，令 :r = T ^ a : — 2 ，则 7^ a : = 2 ，因此， 7" 是闭 算子. 

问题 3.4.18 设丁 是闭算子，若 x ni y n e D(T),x n x,u n x , 并且 {Tx n } 
和 { Tti n } 都收敛，则它们的收敛点是相同的吗？ 

是的.由于了是闭算子，故由 x n — x , Tx n y 可知 ： r G D { T ), 并且 r：r = % 
类似地•由 w n — x , Tu n z 可知 : r € D ( T ), 并且 Tx = z . ^y = Tx = z , 所以， 




.130 . 


第 3 章有界线性算子 


{ Ta ; n } 和 { Tu n } 的收敛点是相 同的. 

问题 3.4.19 设 T 是 Banach 空间 X 到 Banach 空间 F 的线性算子，若 G { T ) 
是 T 的图像，则一定存在线性算子 乂 使得 G ( S ) 等于 G ( T ) 的闭包吗？ 

OO 

不一定.在实数数列空间〖2上，取 D = {{Xi) e l 2 I J 2 iXi < °°^ 定义泛函 

i=l 

OC 1 

f : D 4 RJ { x ) = L 仏，则 / 是久到的线性算子.令〜= ；^ e n ，则: r n 收敛 

i=l 

到0,并且 f ( x n ) = 1，故 { x n J { x n )) e G (/), 因此， { x n , f { x n )) 的极限点 (0,1) 属于 
G ( f ) 的闭包.但对于任意 X 到/?的线性泛函 A —定有贞 0) = 0,因而，不可能存 
在线性泛函^满足 G ( g ) 等于 G ( f ) 的闭包. 

3.4.3 闭图像定理 

问题 3.4.20 闭图像定理想研究的问题是什么？ 

在什么条件下闭线性算子一定是连续呢？这就是闭图像定理要研究的问题. 
问题 3.4.21 什么是闭图像定理？ 

闭图像定理 (closed graph theorem ) 设 X 与 F 是 Banach 空间 ， r : D ( T ) Y 
是闭线性算子（这里 D (: T ) C X )，若 D ( T ) 在 X 中是闭集，则 r 一定是 D ( T ) 到 Y 
的线性连续算子. 

实际上由于久和 Y 是 Banach 空间，故 X x [ 也是 Banach 空间，又由于久 
是 Banach 空间，且 D ( T ) 是 X 的闭子集，故 D [ T ) 作为 X 的子空间是完备的. 

由 T 是闭线性算子可知 G { T ) 是 X x y 的闭子集，由于 T 是线性的，因而 
G { T ) 是 X x Y 的子空间，从而 G ( T ) 是 X x F 的完备子空间. 

定义从 Banach 空间 G ( T ) 到 Banach 空间 D { T ) 的线性算子 

P : G ( T ) — D ( T ), 

P ( x ) Tx )= x , 任意 { x , Tx ) e G ( T ), 


则尸是线性算子，且 

||P(x,rx)|| = ||x||^||x|| + [| Tx || = \\{ x , Tx)\l 
故 || P || 彡 1，从而尸 e L ( G ( T ), D ( T )). 

由尸的定义可知 P 是双射，因而由逆算子定理可知 P — 1 存在，且 1 e 
L ( D ( T ), G ( T )), 故对任意 x e D ( T ), 有 

|Tx|| ^ ||x|| H- ||T.t|| = ||(x,Ta:)|| = ||F _1 x|| ^ ||F _1 || - ||x||, 

所以，: T 是 D (： T ) 到 Y 的线性连续算子. 
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问题 3.4.22 如何用闭图像定理证明一致有界原理？ 

设 X 和 Y 都是 Banach 空间,6 L(X,Y)(a e A) 是一族点点有界的连续线 
性算子，欲证明存在常数 M ， 使得 sup || T a || < M . 

» q€/1 

定义乘积空间 U Y = {( ya ) \ ya e Y , sup || 2 / a || < oo }, 范数为 ||( y Q )|| = 

ocEA 

sup \\ yj } 则不难验证 f n r , || - 1|) 是完备的赋范空间 • 
neA \q^A J 

定义 T ：X n Y , ( T a x ). 由于是点点有界的，故 r 的定义是有意 

aeA 

义的. 

下面证明 r 是闭算子.容易知道 T 是线性的，当 x n — 吻并且 : Txn — y 0 = 
(如）时，有 T a x n — » y a 对每个 aeA 都成立，但由于〜 — x 0 , 故 T a x n — > r ： c 0 , 故 
y 0 = Tx 0> 因此, r 是闭算子.由闭图像定理可知: T 是连续的，故存在常数 M , 使得 
|| Tx || ^ A /|| x ||, 所以 ， sup || T a a :|| < M || 龙|卜 

aeA 

问题 3.4.23 设； C ， y 是 Banach 空间，且 T 是 X 到 Y 的线性算子，则 

Te L { X , Y ) 当且仅当： T 是闭线性算子吗？ 

是的.由于: T 的定义域 X 是闭集，故容易验证结论成立. 

问题 3.4.24 设 MlA / 2 是 Banach 空间 X 的两个闭子空间，并且对于任意 
•T G X ，都有唯一的分解 Z = 0^ +0：2，其中 : Ti G Mi ， X 2 G M2 , 则一定存在常数 C , 
使得 Iktll ^ C || x ||, || x 2 || ^ C || x || 对所有的 xEX 都成立吗？ 

是的.由于对于任意 K X ，都有唯一的分解 X = Xi + X 2, 这里 Xi G Ml , X2 G 
M 2 , 故可以定义算子 r : X — Ah 为 T H 容易验证 T 1 是线性算子. 

下面证明7’ 是闭 算子. 设 — 工 ，： r = ：Ci + X2 ， 了〜 一 > X ^， 贝 |J X n - Tx n e 
A / 2 , x n — Tx n ― > X — , 由丁 ‘ iV / 2 是闭子空间，故 x — x \ G A / 2 , 故有 4 € A / ，满 
足 a : = 4 + ： r ( 2 . 由于 x 在 Mi 和 M2 的分解是唯一的，故 a = :，： r 2 = / 2 ，故 
Tx = x u 因而 r 是闭算子.由闭算子定理可知，: T 是线性连续算子，因此 

|| x 1 || = |[ TxK || T ||.|| a ;||, 


并且 


114 + 11:^(1121 + 1)114 

所以，对于 C = || T || + 1,有 C \\ x\l || a : 2 || < C || x || 对所有的 XE X 都成立. 

问题 3.4.25 设 X , Z 是 Banach 空间，若4 G L ( X ， Z ), B G L { Y , Z ), 并对 
任意的: r € X ，方程 Ajo = By 都有唯一解 y , 则由此定义的算子 T : X ^ Y,Tx = y 
是连续线性算子吗？ 
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是的.容易验证 t 是线性算子，要证明 r 是线性连续算子，只需证明: T 是闭 
算子.对于: e X ， ： r n — x,Tx n — e V " ，有 Ar n = BTx n . 由于 A，B 都是连续 
的，故 

Ax = lim Ax n = lim BTx n = By, 

n—►oo n—*oo 

从而 


Tx = y , 

所以， r 是闭算子，由闭图像定理可知 ， r e l ( x , y ). 

问题 3.4.26 设 X 是赋范空间， r 是从 X 到； C 的线性算子， D ( T ) = X ， S 是从 
X * 到 X * 的线性算子， D ( S ) = X \ 若对任意 xGX , fex \ t ( Sf )( x ) = /( Tx ), 
则 T 和都是线性连续算子吗？ 

是的.先证 S 为闭算子， 若 f n e D ( S ) = X*,fn — 如，则 ( Sf n )( x ) = 

fn(Tx) / o ( Tx ), 并且 { Sf n )( x ) —► 伽 ㈤ ， 故分0⑷ = fo { Tx ) = ( Sf 0 )( x ) 对任意 
都成立，因此，=仍，因而 S 是闭算子. 

由于 X * 是完备的， S 是闭算子，故由闭图像定理可知 S 是线性连续算子.另 
外，由 Hahn - Banach 定理的推论可知，当： T:r # 0时， 存在 f e X \\\ f \\ = 1,使得 
f ( Tx ) = M ， 故 \\ Tx \\ = f ( Tx ) = ( Sf )( x ) ^ || S /|| • W 谓 • ll/ll • N 卜 MM ， 
这里 M = || 別 I . ll / ll 为常数.故对于任意的 : r e X ，都有 || T ； r || ^ A /|| x ||, 所以， T 是 
线性连续算子. 

问题 3.4.27 设 X 是 Hilbert 空间，了是入到 X 的线性算子，并且对于任意 
x , yeX , 都有 ( Tx , y ) = ( x ，： Ty )， 则 ： T 一定是连续的吗？ 

是的.只需证明 r 是闭线性算子.若〜— x , Tx n ^ z , 则对于任意 y G X ,有 

( y . z ) = lim { y , Tx n ) = lim ( Ty : x n ) = { Ty , x ) = { y , Tx ). 

n ― ►oo n—»oo 

故对于任意 e X , 有 ( y，Tx — z ) = 0, 令 2 / = — z ， 则 rx = 故 r 是闭算子, 

所以，由闭图像定理可知 r 是线性连续算子. 

问题 3.4.28 若 M 和 7 V 都是 Banach 空间 X 的闭子空间，则 M + N 一定 
是 X 的闭子空间吗？ 

不一定.定义线性算子 T •• h — 1 2 为 Tx = X , 则容易知道 r 是线性算子，并 
且对于114 < 1,有 || Tx || /2 = || x || /2 ^ 11 x 11/,, 因此， r 是线性连续算子，故 r 是 h 
到 Z 2 的闭线性算子，因而， G ( T ) = {( x , Tx ) I ：r e / J 是 h x / 2 的闭子空间•取 
M = hx {0}, N = G ( T ), 则容易验证 M 和汊 都是 h x / 2 的闭子空间.但对于 

rr n = ( 1, — > o 1 * * * ，—， 0，...) G Zi ， 有 (— Xn ，0) € A ； f ，( x n , Tx n ) = (: c n ， a : n ) G W ， 并 
\ 2 3 n ) 

且 (0, x n ) = (- x n ,0) -f ( x „, Tx n ) (0, a ： o ), 这里 二 G ， ^ e 但 
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xq 不属于 / i , 因此， (0, x n ) G M -h N , 并且 （0， x n ) — (0, x 0 ), 但极限点吻不属于 
M + N ， 所以 ， M + N 不是 G + / 2 的闭子空间. 

问题 3.4.29 若了是 Banach 空间 X 到 Banach 空间 K 的线性算子，若对于 
任意 / eF % foTeX \ f ] r 一定是线性连续算子吗？ 

是的.实际上，只需证明 7" 是闭算子.若 : r n ，xq e X ， : r n — zq ， 并 且了: c n — 2 / 0 , 
则 f { yo ) = f ( lim Tx n ) = lini f { Tx n ) = lim (/ o T ) x n = (/ o T ) lim x n = 

(/O T ) x 0 = /( Txo ) 对任意 f eY * 都成立，故 yo = Tx 0 . 因此， r 是闭算子，所以, 
T 是线性连续算子. 
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4.1 共轭空间 


4.1.1 共轭空间 

问题 4.1.1 任意非零赋范空间的共扼空间都不是零空间吗？ 

是的.设 X 是赋范空间，若存在 x G X, x ^ 0,则由 Hahn - Banach 定理可知， 
存在/ e X %使得/ ⑷ = "4 故/ # 0,因 此，； r 一定不是零空间. 

问题 4.1.2 为什么要研究 X 的共扼空间？ 

这是由于赋范空间 X 的性质与它的共轭空间 X * 的性质有着密切的关系.如 
X * 可分时 ，X —定是可 分的； X 自反时， X * 也是自反的.例如，要证明 
只需注意 h 是可分的，如果匕= L 那么 L 也是可分的，但 L 不可分，所以 
l lo 妾 h . 

问题 4.1.3 任意赋范空间的共扼空间都是完备的吗？ 

是的.对于任意赋范空间叉，由于 K (实数/?或复数 C ) 是完备的赋范空间, 
因此 X 的共轭空间 L{X,K) = X* 一 定是完备的. 

4.1.2 序列空间的共轭空间 

n 

问题 4.1.4 / G (R n y 当且仅当有（的 ，… , a n ) € R n , 使得 f(x) = 成, 

i=l 

i 

对任意 （&，.•• ， X n ) e R n 成立吗？且此时有||/||= ( ghl 2 ) 成立吗？ 

是的.若存在 ( ai , ••- , a n ) E i? n , 使得 


n 

f ( x ) = ^2 a 说， 对任意 $ = ⑷） € / r 成立， 

i=l 

则 / 是把上的线性泛函，且 


1/⑻ I = 

z=i 


n 

< Nl 
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| az | 2 - IN | 


因此 f 是 H n 上的线性连续泛函，即/ e ( R n )\ 

反之 ，若 f 为 R n 上的线性连续泛函，则对 e , = (0,-.- ,0,1,0, ••- ,0) G R 7 \ W 


/ ㈤ 


这里 ^ = /( e t )> ( a r ) e R n . 


/ n \ n n 

I 〉 ： I — ^ ^ Xjf (6f) — ^ Oi{Xi 
\ i — 1 / i=l i —\ 


设 / # 0, / ㈤ =[ ctiXi , 对任意 （0^) G /? n 成立，由 



|/( x )| < > '| ai | 2 - || a :|| 


可知 


11 / 11(1 



取 


Oi % 



可知 : r = ( x t _) e /?' 且 || x || = 1. 因此 


OLi { 


ii/ii >i/wi = E^ 

i=l 

所以 

11/11 = (Ei^i 

问题 4.1.5 什么是保范同构？ 

设 X 和 都是赋范空间， 若了是 X 到: K 的线性算子，: T 是双射，并且对于 
任意 xex ,^ || Tx || = || a ;||, 则称 r 是 X 到 y 的保范同构 ( isometry ), 亦称 X 与 
r 是保范同构的. 

问题 4.1.6 在将保范同构的赋范空间看作一样时，有 [ R n Y = /? n 吗？ 

是的.若 X 与 y 是保范同构的，则 X 和 Y 具有几乎一样的性质，因而可将 
它们看成是一致的.由上面问题的讨论可以看出，若定义（尺")*到的线性算子 
为77 = (/⑹， /( e 2 )， …，/(〜.))，则 TV 是 （/?”•)* 到把的保范同构，因此， ( R n y = 
R n . 






• 136 • 


第 4 章共轭空间 


问题 4.1.7 / G 当且仅当存在 （ a.i) e /i ， 使得 /(x) = ^ aiXi 对所有 

2=1 

OO 

^ = ( x * i ) G Co 成立吗？此时一定有 ll/ll = ^2 l a » l 成 立吗？ 

i —1 

是的.若 / G 4，则对 q = (0,... ， 1, 0, *. •) G Co , 有 

/ oo \ oo 

/(x) == / ( ^ ^ Xjej I = 〉： 而 f{^i) 

\ i=l / i=l 

oo 

对任意 a : = ( A ) € c 0 成立. 令 a = ( ai ) = (/( ei ))， 贝 iJ f ( x ) = ajXj , 对任意 

t=l 

X = ( Xi ) G c 0 成立. 

由 \ f ( x )\ < ll/n - IMI 可知，对于 



^ 

Oci 

Oii ' 

0, 

i ^ AT , ai ^ 0, 

i ^ N , ai = 0, 



、◦， 

i > N 

南 \ x n \\ < 1, 且 


I ^ n )= 

N 

= l a, 'l 5 

1 

因此 





\/{^ n )\ ^ H/ll 

- Ikw | < ll/ll 

N 





故 [ \ ai \ < ll/ll < oo , 所以 （ ai ) € Zi . 


反之，若存在，使得 

OO 

/( x ) = ^ a{Xi 

t = l 

对任意 a := (而） e c 0 成立，则 / 是 c 0 的线性泛函，且 


OO oc 

因此/ e c 纟，且 ll/l Um ， 所以， 11/11 = Eh 

i=l i=l 

从上面讨论可以看出， 



\f(x)\ = 


otiXi 


/ oo 

^ SUp | Xi | I 

\ i=l 
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是的. 

00 

(1) 若 x =(而） E l P) a = (ai) G l (n 则可以先证明泛函 f ( x ) = ^ aiXi 是上 

的线性连续泛函，并且||/|| = || a|| v 
由 Holder 不等式，有 


^ \ ociXi \ ^ 



= IWkIWk < °°， 


故泛函 /( x ) = 有 11/11 彡 \\ ot \\ i Q . 

i=l 

不妨设 a / 0，当％ / 0时，取 h = I … I ;当％ = 0时，取 / c , = 0. 则对于 
oti ^ 0, 由于 ； p + g ， 故 


\ki\^ = \a t r • \ai\-^ = \a { \^ 

另外，当 ai = 0 时,明显地，有 | fci| p =： \ oii \ q . 

令 tt 7l = k \ e \ - f - ^ 2^2 + * •• + k n e n = ( A ： i ， & 2 ,. •. ，& n , 0,0, .. • 贝 lj 〜€ /尸，并且 

IWIf p = 史 t K < " a " 乙， 

4 • « 


/(^n) = ^2 o^iki = ^ K， 

i=\ t=l 

n 

ll/ll HKK ll/ll 

i=l 


令 n — oo , 则 


故 


II ，❿ ii. "< p = ii/ii .Mr 1 ， 

MU ||/||.. 


所以， ll/ll = ll a ll <?， 并且对于 ct = 0 也是成 立的. 

(2) 下面证 明 ~ 与 Z p 的共轭空间存在 一一 对应的保范同构. 

oo 

⑷对于任意 a G 定义 T : l q -> ( l p y 为 Ta = f a 、 这里 f a { x ) = ajXj , 容 
易验证了是线性算子，并且 \\ Ta \\ = ||/ a || = || a || q ， 故 r 是保范的. 11 




4.1 共轭空间 


. 139 • 


( b ) 下面证明： T 是满射.对于 g € (l p )\ 定义 ai = g(ei). 若对于某个 i ， 有 
a% 7^ 0,则用上面的方法选取 fci , 并且= fciei + ho + ••• + •则 u 7l e 

n 

,P ， \\ u n\\^ p = ^2 K . 故 

i=l 

n n n 

咖 n ) = yZkjgjej) = = XI k = IWIf p ， 

i=l i=l i=l 

ll ^ n || f p = \g{Un)\ < || i ?|| - | W | … 

ii^iir； 1 ^ |bl|, 

由 P = (P — l ) g 可知 

i=l 

令 n —► oo , 则容易知道 a € 

对于任意: r = ( a ) € Z p , 令: r Tl = {xi,x 2 , - - - ， x n ，0，-.)， 则明显地，有: r „ G / p ， 
并且 CO 

\ X ~ X n\\ V i p = ^2 l Xi l P * 

i = n+l 


由 ： c € Zp 可知 ||^c — x n ||[ = 〉: \ p —► 0 ，故由夕 e (Ip)* 可知 g{x n ) —► g(x). 


因而 


i=n + l 


n 


g{x) = lim g(x n ) = lim Xig(ei) = lim V" = / a (x). 

n—^oo n—*oo n—^oo ^ 

i=l i=l 


= f a =Ta 对某个 ael q 成立，因此，: T 是满射. 

综合上述， r 是 一一 对应的保范同构. 

(3) 所以，在将保范同构的赋范空间看作一样的情况下，有（~广 =V 
问题 4.1.13 C [ a ,6] 的共扼空间是什么？ 

C [ a , b] 上的任意连续线性泛函/,都可以表示成 f{x) = f x(t)dcr(t)、 这里 cr ⑴ 

J a 

是 [a,6] 上的有界变差函数， a: ⑴ e C ^，6]. 设 V[a,b] % [a,6] 上满足 /(a) = 0, 并且 
对于任意 f e (a ， b), 有 f(t) = f(t. + 0) = liiri^ f(s) 的有界变差函数全体，对于任意 

fe V [ a ,6], 11/11定义为/在 [ a , 6] 的全变基 V^f(t), 可以证明 V >，6] 是 Banach 空 
间，并且 C[a t b] m = V[a 7 b]. 

问题 4.1.14 设 K 是不可数的紧度量空间 ，则 C{K) 一定与 C[0,1] 同构吗？ 
是的.这是 Milutin 在 1966 年证明的.参见： Milutin A A. Isomoprhisms of spaces 
of continuous functions on compacts of power continuum. Tieoria Func. (Kharkov), 


1966, 2: 150-156. 
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4.1.3 共轭空间的性质 

问题 4.1.15 设 X 是无穷维的赋范空间，则 X * —定也是无穷维的赋范空 
间吗？ 

是的.对于任意的自然数 n ， 由于 X 是无穷维的赋范空间，故存在 n 个线性无 
关的 e 1? e 2 ,..., e n G X ，由 Hahn - Banach 定理，不难证明存在 A， / 2 , …， / n €入％使 
得 fi ( ei ) = 并且 fi { ej ) = 0, 对任意 i j 都成立，从而只需证明 fi, f2, …, fn 是 
线性无关的，则 dimX ^ > n , 所以 X * —定也是无穷维的赋范空间. 

问题 4.1.16 设 X 是赋范空间，若 X * 是可分的，则 X 也是可分的吗？ 

是的.由于 X * 是可分的，故存在{如} C X *,如/ 0,使得 W =久'令 

fn = 则 ifn}^ S(X*) = {f\ ||/|| = 1 }. 

由 || /n|| = 1 可知，对 f = y 存在: C n 6 X ， || x n || = 1,使得 |/n(^n)| > 1 — ^ — "• 

令 M = 为{: r n } 生成的闭子空间，则 M 是可分的，且一定有 X == M . 

事实上，如果 X 一 M ， 则由 Hahn - Banach 定理可知存在/ G ||/|| = 1,使得 

f ( x ) = 0,对任意 x G A / 成立. 


故 9 

ll/n-/||= SUp \f n (x) - f{x)\ > \f n {x n ) - f(x n )\ = \fn{x n )\ > 

但这与 Taj d s { x ^) 矛盾，从而 x = m , 所以， x 是可分的. 

问题 4.1.17 若賦范空间 X 是可分的，则 X * —定是可分的吗？ 

不一定 . G 是可分的，但 L 不是可分的. 

问题 4.1.18 是否存在赋范空间 X ， 使得； T 二 c 0 ? 

不存在.若 co = X '则由 Krein - Milmann 定理可知， c 0 的闭单位球是弱 * 紧 
凸集，故它一定有端点，但 co 的闭单位球没有端点.这里的 ; r 是凸集 K 的端点当 

且仅当 x = z e K 时，一定有 y = z ( Krein - Milmann 定理：紧凸集 一 定是 

它的端点的闭凸包). 

问题 4.1.19 是否存在赋范空间 X ，使得 X * 二心[0,1]? 

不存在.原因与上面问题相同.实际上，若/是 Li [0, l ] 的闭单位球内的点， 

则 11/11 = / \f( x )\^ x = 1 - 由于尸 ⑴=/ \f(x)\dx 是连续的，故存在 c € [0 ， 1 ]， 
Jo Jo 

使得 F(c) = f \f(x)\dx = i 4^ g{x) = 2/( x ) x [0， c ] 和 / i ( x ) = 2/( x ) x [ c ，1]， 贝 1 J 

Jo 2 

ll^ll = \\ h \\ = 1, 并且 / = + 因此， / 不是 Li [0 ? l ] 的闭单位球的端点， 

La 
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故 L { [ i ) A } 的闭单位球没有任何端点，所以， ^[0,1] 不可能是某个赋范空间的共轭 
空间. 


4.2 自反 Banach 空间 

4.2.1 j 映射的定义和性质 

问题 4.2.1 什么是 X 到 X **的自然嵌入映射？ 

对于任意 XG X ,可以构造出； T 的线性泛函 如下： 

?•(/) = / ⑷，这里 fex *, 

则由 

I 广 (/)1 = 1/ ⑻ H/II • IWI 

可知: r ” 为； T 上的线性连续泛函，且 ||f || 彡 || x ||. 因而对于任意 x G X , x "* G 
A …，若定义 Jx = : r ' 则 J 为 X 到 X **的映射.映射 J 称为 X 到 X "的自然 
嵌入. 

问题 4.2.2 设 X 是赋范空间， J : X — X * •，则 J 是 X 到 X "的保范线性 
算子吗？ 

是的.实际上，对任意/ € X *，有 


J ( o!X + /?")(/) = f(ax + ( 3 y ) = a /(: r ) + pf { y ) 

= aJx { f ) + pJy ( f ) = (aJx + pJy )[ f ). 

另外，对任意 xeX . x ^ O ,^ Hahn-Banach 定理可知,存在 / e X *，||/|| = 1， 
使得 f { x ) = || x ||， 故 

IWI = 1/ ㈤ I = l^(/)l < II • 圳 I • ll/ll = II 圳 I ， 

因此，由 || Jrr || = || x **|| ^ || x || 可知 || J . t || = || x ||. 

问题 4.2.3 将 X 看成 X ** 的子空间是什么意思？ 

记 :c e 久}，则*/久 C f ，且^/是 X 到的保范同构，因而可 
以把 X 和 .7 X 看成一样的赋范空间，即不区分久和 X '在这种意义下， X 可看 
成 X # 的子空间，即 X C X "*. 

问题 4.2.4 将 X 看成的子空间时，是 X "的闭子空间的充要条件 
是什么？ 

若 X 是完备的赋范空间，则不难验证是 X **的闭子空间.反过来，若 JX 
是 X ”的闭子空间，则由于久〃是完备的，故 JX 是 X "的完备子空间，故对 
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于久的任意 Cauchy 列 { x n }, 容易知道 { Jj ^} 是 X ”的 Cauchy 列，因此，存在 
X ” = Jxe JX , 使得 Jx n -> 广，因而〜 — X ，所以，入是完备的赋范空间.由此 
可知，是；的闭子空间的充要条件是 X 完备. 

问题 4.2.5 若： T 是赋范空间 X 到 F 的保范线性算子，则： T 一定是单射和 

满射吗？ 

若 T 是赋范空间； f 到 1 K 的保范线性算子，则： r / y 时，有 - 乃/|| = 
Ik - 2/||^0,因此 , r 一定是单射，但一般来说 T 不一定是满射. 

例如，定义序列空间 /i 到 Zi 的算子 T ( xi , x 2 ,**- = (0, a ： i , X 2, ••-, 

〜，•••）， 则容易验证 T 是线性连续算子，并且： T 是保范的，即||了4 = | W | 对 
任意 xeh 都成立，但容易知道7^是^中第一个坐标为0的数列构成的子空间， 
所以， T 不是满射. 

4.2.2 自反的定义和性质 

问题 4.2.6 自反 Banach 空间的定义是什么？ 

设 X 是赋范空间，若从 X 到 X ”的自然嵌入映射 J 是满射，即= X ' 
则称 X 是自反的 ( reflexive ). 

问题 4.2.7 若 Banach 空间 X 是自反的，则 X 与 X ” 保范同构吗？ 

是的.这是明显的， J 映射是保范同构. 

问题 4.2.8 若 Banach 空间 X 与是等距同构的，则 Banach 空间 X 是 
自反的吗？ 

不一■定. James 在1950年构造了一^ Banach 空间 X ， X 与 X **等距同构， 
但 X 不是自反的. 

问题 4.2.9 c 0 是不是自反的？ 

Co 不是自反的 • 实际上， （ Co 广= ( Zi )* = loo * 

问题 4.2.10 l p (l < p < oo ) 是自反的吗？ 

是的.实际上， (/ p )** = ( l q )* = l p . 这里 p > 1,并且 1 /p + 1 /g = 1. 

问题 4.2.11 若 X 是自反的赋范空间，则久一定是完备的赋范空间吗？ 
是的.这是由于 X 自反时，有 X — = X ，所有的共轭空间都是完备的，故 X — 
定是完备的赋范空间. 

4.2.3 Banach 空间自反的判别法 

问题 4.2.12 怎么才能判断一个 Banach 空间是否自反呢？ 

James 花了 20年的时间研究这一问题，得到了一个很简明的判别法. 

判别法 Banach 空间 X 是自反的当且仅当对任意 feX \^ xeX , || x || = 
1，使得 /⑷= ||/||. 
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问题 4.2.13 赋范空间 X 是自反的当且仅当对任意/ € X %存在 x G 
X ， | ㈣ | = 1，使得/⑷9 ||/||吗? 

不一定.赋范空间叉不完备时，结论不一定成立.例子较难. 

问题 4.2.14 有限维的赋范空间 X —定是自反的 Banach 空间吗？ 

是的.对于任意 / e X *，由 ||/|| = sup /( x ), 可知存在: r n e X ， || x n || = 1, 

|| rc||=l 

使得 f(Xn) - ll/ll. 由于 X 是有限维的，故闭单位球是紧的，故 { x n } 有收敛子列 
x nk X ,从而 || x || = lim || x nfc || = 1,满足 f { x ) = iim f ( x nk ) = ||/||, 所以， A ’ 是 

k — >00 k —— *oo 

自反的 Banach 空间. 

问题 4.2.15 C [0,1] 是不是自反的？ 

不是.由于 C [0， lj 是 Banach 空间，故根据自反的判别法，只需证明存在一个 
线性连续泛函/ 6 00, lj *， /在单位球面上不能达到/的范数. 

定义 泛函： 

广1/2 广1 

f [ x )= x ( t)dt - x ( t ) dt , 

Jo Jl/2 

则容易验证 / 是 C [0,1] 上的线性连续泛函，并且 II / II 彡 1. 

实际上，对于任意正整数 n ， 令 x n ( t ) 在区间 [0, 1/2 - 1/ n ) 取值为1,在 （1/2 + 
l / n ， l ] 取值为 0, 在区间 （1/2 —1/ n , 1/2+ 1/ n ) 为连接 （1/2-1/ n , 1) 和 （1/2+1/ n ,0) 
的线性函数，则容易验证 || a ： n || = 1,并且 f { x n ) = 1 _ 2/ n . 故 11/11 = 1. 

下面证明，不可能有 || a ；|| = 1，使得 f ( x ) = 1.若 ||: r || = 1，则对于任意 e > 0, 
存在 <5〉0,使得 |f - 1/2| < J 时，有 |/( t ) - /(1/2)| < 6故 

/ • 1/2 一 S r 1 

f ( x ) = / x ( t)dt -f 2 Se — / x ( t ) dt ^ 

Jo Jl/2-5 

因此， |/( x )| ^ 1 - 25 + 2 Se = 1-25(1-5), 如果取 e = 1/2, 那么 \ f { x )\ ^1-5 <1, 
故对丁•任意 || a :|| = 1 , 都有 \ f { x )\ < 1 , 所以， C [0,1] 不是自反 Banach 空间. 

问题 4.2.16 h 是不是自反的？ 

不是.由于 G L 并且 G 可分， / oo 不可分，因此由上面结论可知， h 不是自 
反 Banach 空间. 

问题 4.2.17 /oo 是不是自反的？ 

不是.由于是 Banach 空间的闭子空间，故若 loo 是自反的，则 Co —定 
是自反的，但 c Q 不是自反的，所以， Zoo 不是自反的 Banach 空间. 

4.2.4 自反 Banach 空间的几何性质 


问题 4.2.18 若 Banach 空间 X 是自反的，则 X 可分当且仅当 X * 可分吗? 
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B m 一定是范数紧的，从而 M —定是有限维的，所以，“没有任何自反的无穷维子 
空间. 

问题 4.2.24 若 Banach 空间义的任意真子空间都是自反的，则 X — 定是自 
反的吗？ ‘ 

是的.不妨只考虑实的 Banach 空间，若 Banach 空间 X 的任意真子空间都 
是自反的，取定/ e X\f ^ 0,则存在 xo e X ，使得 f ( x 0 ) = 1.由/是连续的 
可知它的零空间 y = K er (/) 是 x 的真闭子空间，定义算子 t : y ㊉ — X 为 
T ( y , 0 = + ㈤ ，则了是连续算子.并且 T~ l x = { x - f { x ) x 0l /( x )) 也是连续的, 

因此， x 与 y ©/? 同构.由于 y 自反，故 y ㊉ H 自反，所以， X 是自 反的. 

问题 4.2.25 Banach 空间 X 是自反的当且仅当 X * 是自反的吗？ 

是的.若 Banach 空间 X 是自反的，则对于任意 F € X **, 有 ： r e X ,使得 
F = Jx , 并且 || F || = ||: r || •由 Hahn-Banach 定理可知存在 / G X * ,使得 f { x ) = ||^||, 
因此， F { f ) = f { x ) = ll^ll = || F || } 所以 ， JT 是自反的. 

反过来，若 Banach 空间 X 不是自反的，则是 X **的闭真子空间，故由 
Hahn - Banach 定理的推论可知存在 f e 和线性连续泛函 a: … e X …，使 

得 x ^{ JX ) = 0,并且: r … ( a :**) #0. 由； T 是自反的可知存在 x * e X *，使得 
Jx ， = X***, 故对于任意 z € X ，有 x ***( Jx ) = 0,并且 x *( x ) = Jx ( x *) = Jx *( Jx ) = 

Jrr )， 因此 .: r *(： r ) = 0 对任意 x G X 成立，故: c * = 0 .但 x ***( x **) = Jx *{ x **)= 
x ^( x ^) = 0 与 x ^{ x ^)^0 矛盾，所以 ， X —定是自反的. 

问题 4.2.26 是否存在赋范空间久不是自反的，但它的共辄空间 X * 是自反 
的呢？ 


是的.设久 = {( Xi ) | Xi G /?,只有有限个々不为0}，则 X 在范数 |M = 



下是赋范空间，但不是完备的，因此， X 不是自反的. 


容易验证， X 是 Z 2 的子空间，因此，对于任意/ G 久' 由 Hahn - Banach 保范延 
扩定理可知，存在 F G 匕使得|旧| = 11/11，并且对于任意 x G X ，有 F ( x ) = f { x ). 
由于 X 在 Z 2 是稠密的，故 F 是由/唯一确定的，因而 X * 与 G 等距同构，由 Z 2 
是自反的可知是自反的 Banach 空间. 

问题 4.2.27 若 X 是无穷维的 Banach 空间，则 X — 定有子空间与 c 0 或 
l p (I ^ p < oo ) 同构吗？ 

这是 Banach 在1932年提出的公开问题. Tsirelson 在1974年构造出一个具有 
无条件基的自反 Banach 空间没有子空间与 l p (I < p < oo ) 同构，从而以否定的答 
案回答了 Banach 的问题.参见： Cirel’son B S , It is impossible to imbed l p or cq into 
an arbitrary Banach space . Funkcional . Anal , i Priloien .，1974, 8(2): 57-60. 
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问题 4.2.28 若 X 是无穷维的 Banach 空间，则 X — 定有无穷维子空间与 
c 0 , /i 或自反 Banach 空间同构吗？ 

这是还没有解决的公开问题. 

问题 4.2.29 若 X 是无穷维自反的 Banach 空间，则 X 的闭单位球一定有不 
可数个端点吗？ 

是的.这是 Lindenstrauss 和 Phelps 证明的，他们证明了若 X 是无穷维自反的 
Banach 空间，4是有界闭凸集，并且乂有内点，则4 一 定有不可数个端点.这里 : r 

是凸集 A 的端点是指：若 y ， 2 G X ,使得 x = 则一定有 x = y = z . 

问题 4.2.30 若 X 是 Banach 空间， X 的闭单位球有不可数个端点，则 X — 
定是自反的吗？ 

不一定.实际上， Zoo 是无穷维的 Banach 空间，的闭单位球有不可数个端点, 
但 X 不是自反的. 

问题 4.2.31 若；(：是 Banach 空间，则对于 X 的每个有界序列 { x n }, 都存在 
子序列 {^ n k }, 使得 弋二+ 收敛到某个： c 0 G X 吗？ 

K 

不一定.明显地，若 X 是有限维的 Banach 空间，则对于 X 的每个有界序列 
{〜}，都存在子序列 { x nfc } 收敛到某个: r Q , 故 二… 收敛到 x 0 . 

若对于 X 的每个有界序列彳&丨，都存在子序列使得 

收敛到某个 xo G X ,则称 Banach 空间久具有 Banach - Saks 性质.可以证明，具 
有 Banach - Saks 性质的 Banach 空间久 一 定是自反的.因此， G 空间就不具备 
Banach-Saks 性质. 

4.3 弱收敛 

4.3.1 弱收敛 

问题 4.3.1 赋范空间 X 中序列的弱收敛如何定义？ 

设 X 是赋范空间 ，: r 7l E X , xo GX , 若对任意/ e X '都有 

/( 工 n) — /( 工0)， 

则称 { x n } 弱收敛 （weak convergence ) 于: To , 记为 x n 二 

问题 4.3.2 若 x n ,xo G (7[0, 1], 并且:^弱收敛到仰，则&点点收敛到 o：o 
吗?即对于任意 t e [0，1], 有 x n ( t ) 收敛到: r 0 ⑴吗？ 

是的.对于任意 t € [0,1]，定义 f [ x ) = x { t ), 则容易知道/是 C [0,1] 上的线性 
泛函，并且 ||/|| = 1, f { x n ) — > /( x 0 ), 所以，对于任意 t € [0, lj ， 有 x n ( t ) —* x 0 { t ). 
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问题 4.3.3 设 e n = (0,…，0,1，0,…)， { e n } 为邙的 Schauder 基，则序列 
{ e n } 一定弱收敛到0吗？ 

是的.实际上，对于任意/ € 有 a = (%) G Zi ， 使得/ = a , 故 /( e n ) = a n , 
因此 /(〜）-/(0) — 0 对任意 / G cj 成立，即 e n 二 (). 

问题 4.3.4 若 { x n } 为赋范空间■的 Schauder 基，则序列 { j 、„} 一定弱收敛 
到0吗？ 

不一定.在“中，令〜= (1, 1,…，1，0,…)，则不难验证 { rr n } 是〖 1 的一个 

Scliauder 基，但对于 /( x ) = I _，有/ € G ， 并且 f ( x n ) — 1，所以， ' 不是弱收 

^ 一 1 

敛到0的序列. 

问题 4.3.5 设 X 是赋范空间， { x n } C X , 若〜一 ^ ar ， 则 ： r n :r 吗？ 

是的.由于:—> a :， 故 || a: n - ; r || — 0,故对于任意/ e 有 

l /(^ n ) - /( 工 )1 = |/( x n - x )\ ^ ||/|| - || x n - x \\ 0, 


所以 ，: Tn ： r . 

问题 4.3.6 设 X 是赋范空间， { x n } C X ，若 x n -^ 0 ：，则〜一: r 吗？ 

不一定. 一 般来说 ，: 二 x 时，不 一 定有 2; n — > x . 例如，在 Co 中， en 0, 
但 || e n -0|| -0 不成立. 

问题 4.3.7 若 { x n } C X 是弱收敛序列，则 { x n } 的弱收敛点一定是唯一 
的吗？ 

是的.若 { x n } C X 是弱收敛序列，假如存在 x } y e X,x ^ y , 使得: r Tt - 二 x ， 并 
且: r 7l 二％则由 Hahn-Banach 定理容易知道，存在/ G 久％满足 f ( x - y ) = || a :- y ||, 
故 /(x - y ) = / ㈤ - f { y ) = lim f { x n ) - lim f ( x n ) = 0 与 \\x - y \\ ^ 0 矛盾，所 

n — >oo n—*oo 

以，序列 {X n } 的弱收敛点是唯一的. 

问题 4.3.8 若 X 是有限维赋范空间，则〜 -^ xo 当且仅当 x n 吗？ 

是的.明显地，只需证明对于有限维赋范空间，当 x n = X 0 时，一定有 x n — > 
xq . 设 ei ， …， e ni 为 X 的 Schauder 基，则对 x n € X，xq e X ， 有 


X 


m 

E 

i-l 


x! n ^e. 


m 



由于 ei, ••- ,e m 是 Schauder 基，故 《 span{ej | j ^ i}, 故由 Hahn-Banach 定理 
可知存在 /i e X ' 使得 Mei ) = 1，且 f i { e j ) = 0 J ^ i . 

由 : Tn 二 x 0 可知 fi { x n ) — fi ( x 0 ), 因此: — xj 0) . 
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因而 

m m m 

kn ― Toll = ^2x\ n) ei -J2x\ 0) ei ^ — x ! 0) Hl e i|l — 0 ( n — 0 )， 

t=l i=l [I ： i=l 

所以，序列 { x n } 强收敛于: r 0 . 

问题 4.3.9 若 X 是 Banach 空间，且有： r n 」、 :r 时， x n ——> x , 则 X 是否一 
定是有限维 Banach 空间？ 

不 一定. Schur 在 1921 年证明了在 /i 中，: r n : r 与: r „ ——^ x 是等价的. 

不失一般性，不妨设弱收敛到0,则对于任意/€个有 a = ( a l ) G / oo , 使得 

oo 

/( 工 n ) =二叫 ㈤ 一 ()， 


下面用反证法.假设〜不依范数收敛到0,则 || X U || 不收敛到 ( J , 因此存在子序列 


x nk , 使得 || x nfc || > e 对任意 k e N 都成立.既然 x ni G Zi , 故 [ lh (7M) | < 00 ,因此 
存在正整数 Mi > 0,使得 



€ 

loo 


故 



> 0.99 f . 


为了得到 { x nk } 的子序列，将 n fcl 作为子序列的第一个下标，即 71^=71!. 

Mi 取定后，由于 x n 弱收敛到0,故对于= (0,0, …， 0，1，0,…)€ G = ‘， 
有 

(^n ) ~^ 0， 


故存在 n ； t 2 > nh ， 使得 

Mi 

E 

i=l 

这是由于奶是固定的，故对于每个0彡 m < 有足够大的 n fc2 , 使得: r n , 2 足够 
小，从而使上式成立.由 a ； nfc2 G G 可知，存在 M2 > Afi ， 使得 



OO 

E H 712 ) 

t = A /2 


€ 

Too 
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故 


m 2 



> 0.986*. 


按照这个方法，可以构造出一个子序列和数列 e /?, Mj > 0,使得对 
于每个 j > 2,有 3 

x [ nj) > 0.98£. 


对于彡 m 〈 Mj + i 和每个 j 彡 1, 定义 


o Xnk j 

0m = - , 

Xn ^j 

HiJ /3 = ( Pi ) e Zoo , \\ P \\ = l , 记泛函 / e Zoo 为 / = 冷 =( A )， 则对每个 j 彡2,有 



Mj 

E 心 ) 

— 

Mj 

— 

oc 

E ^ nj) 


i=Afj — 1 


i=l 


i= Mj + 1 


^ 0.98f — O.Ols" — 0.0l£ = 0.96s. 


但这与〜弱收敛到0矛盾，所以，由反证法原理可知依范数收敛到 0. 

问题 4.3.10 设 X 是赋范空间， x n 则 {x n } 一 定是范数有界的吗? 
是的.若 x n : r ， 则对任意/ G X '有 f ( x n ) - /( ar ), 故 

Jxn(f) - Jx{f), 


因而 


sup {|| J . T n (/)||} < + 00 . 

由于 X * 是 Banach 空间，故由一致有界原理可知 sup {|| Jx n ||} < + 00 ，即 
sup {|| x n ||} < 4 - 00 , 所以， {|| a ; n ||} 是有界的. 

问题 4.3.11 设 X 是赋范空间 {x n } C X ， X ，则当且仅当下列 
条件都成立吗？ 

⑴ {||: n [|} 有界; 

(2) 存在 M C X *，使得 M =叉' 且对所有/ € M , 有 f(x n ) - f(x). 

是的.实际上，令 /? = max {|| x ||, sup || x n ||} +1，则由 （1) 可知 ，0 < /3 < + oo , 
且 

|| x || ^ (3 } || x n || < p , 对任意 n 成立. 
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对于任意 f 〉 0, 由于 M = X' 因此对于任意 g G X% 有 f G M ， 使得 
b - /|| < ^， 由 / e A/ 可知 f { x n ) - /( X )，故存在 7V ， 使得 n > 7V 时，有 

\f( X Tl) — /( 工 )| < ^， 

因而对于 7 l > N 、有 


- g{x)\ < \g{x Tl ) - f{x n )\-h |/(x n ) - f{x)\ -f \f{x) - ^f(x)| 




所以 9{ x n ) —^ g { x ) 对任意 g e X * 成立，即 Xn 二 rr , 

反过来，若〜 X ， 则由前面问题已经知道 {\\ x n \\} 是有界的. 

问题 4.3.12 设 C 是赋范空间 X 的紧集，: TneC ,：^」％: r ， 则吗? 

是的.反证法，假如 Xn 艮 X 不成立，则存在印 > 0和 {〜} 的子序列 { a : nfc }, 

使得 


|^ n fc ~ ^11 ^ ^0- 


由 C 是紧集可知存在子序列 { x nki } 收敛到某个 y e C ， 由于: r 7l e C , o : n 」％ ：!•，因 

] it , y = x , 故序列 { x riki } 收敛到 z ， 但这与 ||： r nfc - x || 彡印矛盾，所以， x n 仏 x . 

问题 4.3.13 设 X 是赋范空间 ，: Tn : r , 则 || a ;|| 彡 lim || x n || 一定成立吗？ 

n—^oo 

是的.若 ： r = 0，则明显成立.若 ： r # 0，则由 Hahn - Banach 定理的推论可 
知，存在 / € X *，||/|| = 1，使得 /( x ) = || x ||, 故由 f ( x n ) ^ |/( x „)| ^ || x n || 可知 
||^|| = f ( x ) = lim f { x n ) = lim f { x n ) ^ lim || x n ||. 

n—>oo n—^oo n—^oo 

问题 4.3.14 设 C 是赋范空间 X 的凸子集，则 C 是弱闭的当且仅当 C 是范 
数闭的吗？ 

是的.若 C 是弱闭集，则明显地 C 是范数闭集.反过来，若 C 是范数闭的， 
x n e C , 并且: r n 吻，则 一 定有 x G € (7. 因为如果: To 不属于则由 Ascoli 分 

离定理，存在/ e X * 和实数 a , 使得 f ( x Q ) > a > f ( y ) 对于任意 yeC 成立，但这 
与 f ( x n ) 收敛到 f { x 0 ) 矛盾，所以 ， C 一 定是弱闭的. 

问题 4.3.15 设是赋范空间 X 的闭单位球，则的弱闭包是吗？ 

是的.由于是闭集，故的弱闭包 — 定包含假如存在 rr € 

但 : r 0 J 5 X , 则由 Ascoli 分离定理， 有 f G X * 和实数 a , 使得 / Q /) < a 对所有 
y € Bx 都成立，并且 /( x ) 〉 a . 由于 U = {z e X \ f [ z ) > a } 是: r 的弱开集，并且 
U 与 B x 不相交，故 a ： 0 矛盾.所以 ， 的弱闭包就是 Bx . 
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问题 4.3.16 设 X 是赋范空间，若 G X , x n 弱收敛到 x 0 , 则存在 {?/ n }， 每 
个 2/ n 都是 {^ n } 的有限凸组合，使得 2/ n 依范数收敛到邱吗？ 

是的.令 A 为 { X n } 的凸弱闭包，则由凸集分离定理可证明凸集 v 4 是范数闭 
的.因此.由; r Q e A 可知，存在 { t / n },2 /n e >1,使得 yn 依范数收敛到: Co . 

问题 4.3.17 设 X 是赋范空间，若€ X ，序列 { x n } 是弱 Cauchy 列，即对 
于任意/ € X % /(〜） 是 Cauchy 列，则 { x n } 是有界序列吗？ 

是的.由于对于任意/ € X * r f ( x n ) M Cauchy 列，故 Jx n ( f ) 是有界数列，故 
{ Jx n } 在完备的； T 上点点有界， 因此， { Jx n } 是一致有界的，所以， { x n } 是有界 
序列. 

问题 4.3.18 设 { x n } 是赋范空间 X 的有界序列，对于任意正整数 n ， 记 
为 { x „, x n + i , • - - } 生成的闭凸集，则： r n 弱收敛到 a : 0 时，一定有 f ) = { a : 0 } 吗? 

n=l 

是的.由于对于凸集 C , C 是弱闭集当且仅当 C 是范数闭集，故当: r n 弱收敛 
到 Xo 时，一定有 X G e 因此， { x 0 } 一定包含于 f | 

n= 1 

反过来，设 X e n C n , 对于任意 e > 0 和/ e X *，既然〜弱收敛到 X 0 , 因此, 

n=l 

存在 m ， 使得 n 〉 m 时，有 \ f { x n )- f ( x 0 )\ < e . 令 C * = {x € X | \ f { x )- f { x 0 )\ < e }, 
则容易验证 C 是闭 凸集， 并且对于 n 〉 m ， 有： r n e C ， 因此， C m ^ G C ， 故 
由 ： r e C m + i 可知 x e C , 因而 |/(x - xo )| < e ， 既然 e 可以是任意小的，因此， 

f { x ) = /( xo ) 对任意 / G X * 都成立，所以 ， a : = a :。， 故 A C „ = { xo }. 

Tl —• 1 

问题 4.3.19 设 { x n } 是赋范空间 X 的有界序列，对于任意正整数 n , 记 C n 
为 { x n , x n +1 ,.-.} 生成的闭凸集，若 pj = { x 0 } ，则〜 一定弱收敛到 x 0 吗？ 

n—l 

不一定.在序列空间 G 中，取: r Tl 为第 n 个坐标取1,其他取0 的点， 则不难验 
证 n CVi = {0}，但对于 / = (1，1，…，1 ，…） e /{ = Zoo, 有 /( Tn ) = 1，因此，不 

n=l 

是弱收敛到 o 的序列. 

问题 4.3.20 设 为 Banach 空间，7 1 € L { X , Y ), 若〜^ : r ， 则 Tx n 
Tx 成立吗？ 

是的.对于任意 9 e y *， 定义 X 上的泛函 /( x ) = g ( Tx ), 则由 |/( x )| = 
\ g { Tx )\ ^ ||/ 7 ||-|| T ||-|| x || 可知，/是 X 上的线性连续泛函，由于： r n 弱收敛到 x , 故 
f ( x n ) ^ f { x ), 因而 g { Tx n ) giTx ), 所以: Tx n 弱收敛 rrr . 
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4.3.2 弱紧性 

问题 4.3.21 弱列紧性的定义是什么？ 

设 X 是赋范空间， F 是 X 的子集，若 F 的任意序列都含有弱收敛子序列，则 
称 F 是相对弱紧的.若弱收敛点都属于 F , 则称 F 是弱列紧的 （weak sequence 
compact ). 

问题 4.3.22 为什么说弱列紧性刻画了自反 Baimcli 空间的特征？ 

这是由于 Banach 空间 X 是自反的当且仅当 X 的任意有界集都是弱相对列 
紧的. 

问题 4.3.23 设 X 是自反 Banach 空间，若 {〜} 是 X 的序列，对于任意 
f ex *, 数列 { f { x n )} 都收敛，则一定存在某个 xeX , 使得: r n 弱收敛到： r 吗？ 
是的.由于对于任意/ G X '数列 {/( x n )} 都收敛，故 sup < oc , 由一 

致有界原理可知 { x n } 是有界序列.由于 X 是自反的，故存在子序列： r nfc 弱收敛到 
某个: c , 故〜一定弱收敛到 a :. 不然的话， 一 定存在 { x n } 的某个子序列收敛到另 
一个不同的点 y 妾 x 、 但这与 { f { x n )} 对每个/都收敛矛盾.所以，结论成立. 

问题 4.3.24 设 X 是 Banach 空间，若 {〜} 是 X 的序列，对于任意/ G X ' 
数列 {/(〜)} 都收敛，则一定存在某个 XGX , 使得: r n 弱收敛到 x 吗？ 

71 

不一定.在 Co 上，对于 en € Co , 序列 Xn = ^ 则对于任意/ = ( Cki ) G cj = 

i=l 

G ， 有 f [ x n ) = a n , 因此， { f { x n )} 是收敛的，但不存在 x G co , 使得：弱收敛到 . r . 

4.3.3 弱 * 收敛 

问题 4.3.25 賦范空间 X 的共轭空间 X * 中序列的弱 * 收敛是怎么定义的？ 
设 X 是赋范空间， / n ， / e X %若对任意 xeX , W fn ( x ) - /( X )，则称 / n 弱 * 
收敛 ( weak * convergence ) 于 /，记为 / n 」％ /. 

问题 4.3.26 设 X 是赋范空间， f n 、f GX ' 若 / n -、/，则 f Tl ^Uf 一定成 
立吗？ 

是的.若 / n 二/，则对于任意 X € X ,有 h G X 〃，故 Jx ( J n ) — h (/)， 因 
此， fn[X) — /( x ), 所以 ， /n 二 /. 

问题 4.3.27 设 X 是赋范空间， / n ， /€ X '若 /n 则 fn 二 f 一定成 

立吗？ 

不 一 定.由于 C ( ? = 1* = ^ooy 故在中取 /n =〜时，对于任意: T = (Xi) € Co, 
有 ^lim = 0,故 f n ( x ) = x n — 0, 故 / n 弱 * 收敛到 0. 但对于 Fe 1^=11 F = 
(1, V - , 1，…)，有 F ( f n ) = 1，所以， / n 不弱收敛到 0. 

问题 4.3.28 哪些空间的弱 * 序列收敛和弱序列收敛是等价的？ 
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在； ； o , 弱 * 序列收敛一定是弱序列收敛的.若 Banach 空间 X 的共轭空间 X * 
的弱 * 序列收敛一定是弱收敛的，则称 X 是 Grothendieck 空间. 

问题 4.3.29 设 X 是 Banach 空间， f n ，f G X *, 则 f n A f 当且仅当下列条 
件成立吗？ ' 

(1) {||/n||} 是有界数列; 

(2) 存在 M C X ,使得 M = X , 且对任意 X e M , 有 / n (x) — fix ). 

是的.证明类似于弱收敛. 

问题 4.3.30 设 X 是自反 Banach 空间， / n , / e X *，则 f n ^ /当且仅当 
/n / 吗？ 

是的.只需注意到 X 自反时，有 X = X #. 

问题 4.3.31 设 C 是赋范空间 X 的闭凸集，则 C 的弱 * 闭包是 C 吗？ 

不一定.由于4 = h , l 卜 loo , 并且 0) 是完备的，故 co 的闭单位球凡。的 J 映 
射像 C = 是‘的范数闭集.对于 Zoo 的闭单位球罚~内的点 V = (1，1,一）, 
有 x ;( x ) — x *( x ) 对所有 : r € h 都成立，这里 < =(1，1，...，1， (),•••). 明显地, 
G C , 但： C ， 所以， C 弱 * 闭包不是 C . 

4.3.4 弱 * 紧性 

问题 4.3.32 X * 中子集的弱 * 列紧性是怎么定义的？ 

设 X 是赋范空间， FCX \ 若 F 中任意序列都含有弱 * 收敛子序列，则称 F 
为 X ， 的相对弱 * 列紧集. 

若 F 中任意序列都含有弱 * 收敛子序列，且其弱 * 收敛点都属于 F ， 则称 F 
是 X * 的弱 * 列紧集. 

问题 4.3.33 若 F 是 X * 的列紧集，则 F —定是弱 * 列紧集吗？ 

是的.不难按定义验证. 

问题 4.3.34 什么是可分 Banach 空间的 Banach - Alaoglu 定理？ 

Banach-Alaoglu 定理 若 X 是可分 Banach 空间，则 X * 的每个有界集都 
是相对弱 * 列紧的. 

实际上设 F 是； T 的有界集， {/ n } C F ， 则存在 C 〉0,使得 ||/ n || ^ C 对任 
意 n 成立. 

由于久是可分的，故存在可数集 M = ，： c 2 , … ，： r n , • • • } C X ,使得 

M = X . 对于任意而 G M 和 / n ，有 

\fn(Xi)\ ^ \\fn\\ - \\Xi\\ ^ C||Xi|| < 十 OO ， 
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因此 {/ n ( A )} 是 K 中的有界数列，因而可以取到满足下列条件的 / n 子 序列： 

{/ P )} C {/ n } 且八⑴，/} 1 )，… ，/ r ?)， …在:^点 收敛； 

{/^ 2) } c {/?)} 且 jf )，/?)， …， / A 2 ), …在:^，: r 2 点收敛： 

{/ f )} c {/ P -1 )} 且八⑻， /2 W » …，片)，..•在怎1，❽，…，以点收敛, 

这里 {/^ + 1 ) }C{/,l fc) }C{/n}. 

利用对角线法，取子序列 {/ P }， 贝 lj {/^ n) } C {/n}, 且对任意 A € Af ， 有 
lim = f{ Xi ) 存在，因而由上面定理可知 {/ P } 弱 * 收敛于 /• 所以 F 是 

n—♦OO 

X * 的相对弱 * 列紧集. 

问题 4.3.35 可分 Banach 空间的 Banach-Alaoglu 定理对一般 Banach 空间 
也成立吗？ 

是的.1940年， Alaoglu 第一次给出了 一 般 Banach 空间的 Banach-Alaoglu 定 
理的证明. 

Banach-Alaoglu 定理 若 X 是 Banach 空间，则 X * 的每个有界集都是相 
对弱 * 列紧的. 

问题 4.3.36 若 X 是 Banach 空间，则 X * 的闭单位球一定是相对弱 * 列紧 
的吗？ 

是的.实际上，对于任意 : r e 令= {t e 丨|«|彡 || a ：||}, n = n / x , 则这 

xex 

个笛卡儿积就是 x 上所有满足 /( Z ) e 4的泛函全体，在取笛卡儿积拓扑，即 
使对于所有的 xeX , 函数 f •• — I x ，f h f(x) 是连续的最弱拓扑，由 Tychonoff 

定理可知是紧集. 

对于 X * 的闭单位球 有 B x * Q f 2 , 并且在由0诱导的拓扑就是弱 * 
拓扑 • 对于每对 X ， 2/ G X 和 c e 凡定义 F x ， y (f) = f(x) + f(y) — f(x + y) 、 G XjC = 
/(cx)-cf(x), 则容易知道它们在 /? 上都是连续的，并且 

Bx - = l n ^( o )) n ( n g ，)V 

J \^ x £ X , c^R J 

因此，是紧集的一个闭子集，所以，本身也是紧集. 

问题 4.3.37 设 X 是赋范空间 ， /n ^/,则||/|| < liminf ||/ n || —定成立吗? 

71—^00 

是的.设 M = lim inf ||/ n ||, 则对于任意 e > 0,存在子序列 { fn k }, 使得 ||/ nj | ^ 

n—>oo 

M + 5. 既然以0为球心 ， M + £ 为半径的闭球是弱 * 紧的，因此，它是弱 * 闭集、 
因而，11/11彡 M + e . 由于 e 可以是任意小的，故11/11 彡 lim inf ||/ n ||. 

n — ^oo 
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问题 4.3.38 X 的闭单位球召久在义**的闭单位球中是弱 * 稠密的吗？ 
是的.设•，则只需证明对于范数为1的泛函 fufy ，/ n eX *， 对于 
任意£ > 0,弱*开集 

{ wex ** I |(^-^)(/,)| <^,i = l ,2,-.. , n } 

一 定包含 X 的闭单位球的点. 

容易知道，只需证明存在 y G X , || y || < 1 + 满足 （y — = 0 对于每个 i 

都成立.由于办，并且 

1 

|((1 + e)~ l y - z){fi)\ = |((1 + e)~ l y- y ) U %)\ < IK 1 + e)Ul = 〈已 

丄十 6 

设 S = span {/ 7: h 则 S 是有限维子空间，因此自然嵌入映射是满射.从而 
X /与 S 是保距同构，这里5丄 = {:r e X | / ( x ) = 0,对任意/ G 5都成立 }. 

特别地，与?/ +心对某个 yex 重合.既然 N | x •彡1,因此，可以在陪集 
中选 y 满足 IMI < 1 + e , 所以，结论得证. 

问题 4.3.39 设 X 是赋范空间，则 X * 的弱收敛和弱 * 收敛一样的充要条件 
是什么？ 

设 X 是赋范空间，则 X * 的弱收敛和弱 * 收敛一样当且仅当 X 是自反的.由 
于； T 的闭单位球在 X ***的闭单位球 B x … 中是弱 * 稠密的，并且 X * 的 
弱收敛和弱 * 收敛一致，故 X * 的闭单位球在 X ***的闭单位球 Bx …中是 
弱稠密的，即否^ ….由于凸集的弱闭与范数闭是一样的，故互^ = Bx *. 

故 = B X * = 如…，故 X * 是自反的，所以， X 是自反的. 

反过来，若 X 是自反的，则容易知道 X * 的弱收敛和弱 * 收敛是一样的. 

4.4 共轭算子 


4.4.1 共轭算子的定义 

问题 4.4.1 线性算子 r 的共扼算子是什么定义的呢？ 

设 x 和 r 是赋范空间 .t e l { x , y ), 若存在 r * 到； r 的算子 t *， 使得对任 
意/ 6广和：有 


(L/M ， 

则称 r * 为 r 的共辄算子 (conjugate operator ) 或伴随算子 (adjoint operator ). 
问题 4.4.2 对于任意 T G L(X,y), T 的共扼算子: T* 一定存在吗？ 
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是的.设 X ， y 是赋范空间 ，若了 e Lpc , y ), 则了的共轭算子 p —定存在， 
且 ii^ii = imi - 

实际上， （1) 对于任意/ e 定义 

g ( x ) = f { Tx ) } 任意 X £ X , 


则 g 是线性的，且 


\ g ( x )\ = \ f ( Tx )\ ^ II/H • || Tx || ^ H/II • || T || • || x ||, 


从而 MX *, 并且旧 |<||/||，|| T % 
(2) 定义 


T * : Y * 





则是 p 到的线性算子. 

由于 ||TVII = IMK 11/11- ㈣ ， 故 m ^ || T ||, 故: r e L{Y\x*l 且对任意 
feY^xeX,^ 

(T^f)(x) = f{Tx\ 


因而， p 为 r 的共轭算子. 

(3) 对于任意 x G 久，若： Tx / 0,则由 Hahn-Banach 定理可知存在/ e 
P ， ||/|| = 1，使得 

f ( Tx ) = \\ Tx\l 


故 


\\ Tx \\ = f ( Tx ) =: r/(xK lirvil • IWl < lini • ll/ll. Nl = II^IMNI- 

对于 a : e X , 若 = 0，则明显地有 || Tx || ^ f || • ||: r ||, 因此 || Tx || ^ 
|| r *||.|| x ||, 对任意 xeX 都成立.因而 IIK \ n 又因为 11^11 ^ imi , 所以， 

IILII . 

4.4.2 共轭算子的性质 

问题 4.4.3 设； y 是赋范空间，若乃，了2 e L ( X ，： K )， 则 

(ar：+ (iT 2 y = aT ； + /3T^ 


一定成立吗? 
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是的.对任意 /€^，^€义，有 

[㈣ + 0T 2 rf](x) = /((aTi + /3T 2 )(x)) = af(T lX ) + (3f(T 2 x) 

= ， W / ⑷ + Hnf { x ) = [( a 7\. + 卿⑺]⑷， 

所以， ( aTr + PT 2 y = aT ； + (3 T ^ 

问题 4 . 4.4 设 X ，广 Z 是赋范空间，若 S f G L ( X , r ), T e 1 ( X 2 )， 则 
(TSY = SV 一定成立吗？ 

是的.对于任意 feZ \ xeX ,^ 

[( TSyf ]( x ) = f (( TS ) x ) = f ( T ( Sx )) = ( T * f )( Sx ) = [ S *( T * f )]( x) y 

因此 ， （rsy = s ^ t \ 

问题 4 . 4.5 设 X 是实赋范空间 ，: Te L ( X , X ) } y £ X t \^ 0 , 若存在满足方 
程 r */ — A / = 0 的/,使得 f ( y ) ^ 0 ,则方程 Tx-\x = y 一定无解吗？ 

是的.反证法.假设方程 Tx - Xx = y 有解: r 0 , 则 

y = Txq - A . x 0 , 


故对满足方程的/，有 


f ( y ) = f ( Tx 0 - Xx 0 ) = TV ( x 0 ) - A /( x 0 ) = ( TV - A /)( x 0 ) = 0 . 


但这与定理的条件矛盾，所以定理得证. 

问题 4.4.6 设 T : Zi — > / i , 对于任意 : c = ( a ： i ) G li,Tx = (:^ 3 , 0 : 4 , • . ♦，❼， •..)， 
则 r 的共板算子为 T*x = ( 0 , 0 , Xi ? X2 ,* * *， x “…）吗？ 

是的.对于任意/ G Z 〖，有 a = ( o ： i ) € / qo ， 使得/ = ( aj ). 对于任意 a : = ( a ) G 
h ， 有 

Tx = ( x 3 ， a ； 4 , •- •,%，•••）. 


故 


f ( Tx ) = aix 3 + a 2 x 4 + • • • + aix ^ H - ♦ 


由于 


所以 


T*f = (0,0, ai , a 2 , …，…）, 


T > /(x) = 0 ； 1 工 3 + Oi2 x A + • . • + CXiXi-^2 + . . •， 

所以，对任意 / 6 Ilxei ^ 都有 ( TV)W = f ( Tx ), 即 r * 是： r 的共轭算子. 
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5.1 内积空间 

5.1.1 内积的定义 

问题 5.1.1 什么是内积？ 

设 X 是线性空间，若存在 XxX 到 /( 的一个映射（•，.)，使得对任意 X , 
有 

⑴（工， 2/) = (2/，工)； 

(2) (ax + py , z ) = a ( x ， 2 ) + 你， z ); 

(3) ( x , x ) > 0, 且（: r ， x ) = 0 当且仅当 x = 0 时成立， 

则称（•，.）为 X 上的内积 (inner product ), X 称为内积空间 (inner product space ). 
问题 5.1.2 对于内积，有很多不同的记法吗？ 

是的•如 < x，y >, { x , y ) 和< x 丨 y 〉等，本书只用 （ x ， y ) 来表示内积. 

问题 5.1.3 任意线性空间都一定可以定义内积吗？ 

是的.设 X 是线性空间，对于任意 x , yeX , 定义 ( x ,7/) = 0, 则容易验证（.，.) 
不满足内积定义中的条件（3)，但在抽象代数中，有些书也称它是 X 上的内积. 

实际上，对于线性空间 X ，设 { e a } 是 X 的 Hamel 基，则对于任意 x e X ,存 

71 71 

在有限个 e ai € { e Q }, 使得 : r = ^ Xje at , 定义 ( x , y ) = ^ Xiy { , 不难验证（•， .） 就 

• —— 1 «1 1 

是 X 的内积. ^ ^ 

问题 5.1.4 对于内积 [ x ， y ) 一般是复数，为什么可以说 ( x , x ) ^ 0? 

无论 X 是实的还是复的内积空间，由于 （ x , x ) = ( x .: r )， 故 ( x , x ) 总是实数. 

5.1.2 Cauchy-Schwarz 不等式 

问题 5.1.5 什么是 Cauchy-Schwarz 不等式？ 

Cauchy-Schwarz 不等式 若 X 是内积空间，则对任意 x y y G X , W 

1( 工， y ) l 2 彡 （ z •，小 ( y , y ). 

明显地，只需证明2/ # 0时不等式成立. 
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对于任意 Xe K , / 0,有 

(x + Xy ) x -\ r \ y ) = { x , x ) + 2 Re {{ x y y ) X } + { y , y ) • | A | 2 . 

%, 

取 A = -卢斗则 

(2 A y ) 


因此 


( a :, x ) — 2 


1( 工， y)\ 2 

[ y 、 y ) 


(工， y )\ 2 

( y ， y ) 2 


[ y ， 


y ) 彡0, 


K 工， y ) l 2 彡（工’工） • ( y ， y )- 


问题 5.1.6 Cauchy-Schwarz 不等式有很多不同的证明吗？ 

是的.利用 a > 0, at 2 -\- bt-\-c ^ 0 对任意实数 f 成立时,一定有6 2 - 4 ac 彡0也 
可以证明 Cauchy - Schwarz 不等式.实际上，对于任意 x、y e X ， 由于 \\x -f- te i 0 y \\' 2 = 
\\ x \\ 2 -h ^ 2 || y || 2 + 2 Re ( te w (x , y )) , 故可选取适当的 （9， 使得 e i 0 ( x } y ) 为实数.由于 
|| y || 2 f 2 + [2 e ie { x , y)]t + || x || 2 > 0,故 [2 e i 0 ( x y y )] 2 - 4|| y || 2 || x || 2 ^ 0,所以 \{ x , y )\ 2 ^ 

M 2 IMI 2 . 

问题 5.1.7 Cauchy-Schwarz 不等式 |(x,t/)| ^ ||x|| - ||y|| 的等号何时成立？ 

(1) 在 x 与 2 /线性相关时，存在 X £ C , 使得 y = Ax , 因此 |( x , y )\ = |( a :, Ax )| = 
|A|(x,x) = ||x|| - |A|||x|| = ||x|| - ||y||. 

(2) 反过来，若 |( x ， y )| = || x ||. || y ||， 则 { x , y ){ y , x ) = \\ x \\ 2 - || y || 2 •故 


((y, 咖 - (礼 y 、 y ， (y 、- (X ， y)y) =(y ， y) 2 (x,x) - {y, y)(y, x){x,y) 

— ( 工， y)(y ， y)(y ， 工 ）+ (a y)(y ， ^){y.y) = o, 


因此， [y ， y)x - (x 1 y)y = 0, 所以， y 与 x 线性相关 • 

由 （1) 和 （2) 可知， Cauchy-Schwarz 不等式 |(^,^)| ^ \\ x \\ - || 2 /|| 的等号成立当 
且仅当 y 与: r 线性相关. 

问题 5.1.8 设 L 2 [0,1] 为区间 [0,1] 上所有的平方可积函数，内积 （ x ， y ) = 



x { t ) y { t ) dt , ^ f ( x ) = 



，则 /(： r ) 在 L 2 [0,1] 的闭单位球面上的最 


大值 M 是多少？在 L 2 [0,1] 的闭单位球面上的能找到点 x 0 , || x 0 || = 1，使得 /( x 0 ) 
等于 M 吗？ 


由 Cauchy-Schwarz 不等式，对于？/⑴= \ f 2 e l G L 2 [0,1], W 



x ( t ) y ( t)dt 
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问题 5.1.10 由 Cauchy-Schwarz 不等式可知 ||： r || . || y || — |( x ， y )| 彡0, 能不能 

估计 M 2 *IMI 2 -|(x,y)| 2 的上界？ 

设 X 是 Hilbert 空间，若: r，y €叉，则 

Ikfllyll 2 - l (^2/)| 2 ^ ^|| x - y || 2 || a :- hy || 2 . 

并且等号成立当且仅当 （ x - y ) 丄 (: r + y ). 

这是 Dragomir 证明的.参见： Dragomir S. Reverses of Schwarz inequality in 
inner product spaces with applications. Mathcmatische Nachrichten, 2015, 待发表. 

5.1.3 内积与范数的关系 

问题 5.1.11 内积空间一定是赋范空间吗？ 

是的.设 x 是内积空间， iia：ii = 则 II • II 是 x 的范数. 

实际上.由内积的定义可知 || x ||=0 时，有 : r = 0. 由于 

( Ax , Ax ) = XX ( x , x ) : = | A | 2 ( x ， rr )， 

因此， || Ax || = /( Ax ， Ax ) = | A |>/( a :, x ) = | A | || x ||. 

对于任意 : e X, 由 Cauchy-Schwarz 不等式，有 

\x + y \\ 2 = (x + y , x + y ) = ( x , x ) + 2 Re {( x , y )} + ( y , y ) 

< ( x ， z ) + 2( x , y )^ + ( y , y ), 

因而 ||x + 2/|| 彡 || x || + || y ||， 所以， || • || 是 X 的范数 • 

对于任意内积空间 ， ||:r|| = y /( x , x ) 是 X 的范数， 一 般称这 一 范数为内积 { x , y ) 
诱导的范数，在这一范数的意义下，可以把内积空间 X 看成赋范空间 （ X, || • ||). 
问题 5.1.12 什么是 Hilbert 空间？ 

若内积空间 X 在范数 ||x|| = \/{ x , x ) 下是 Banach 空间，则称 X 是 Hilbert 
空间. i 

问题 5.1.13 设 (7[0，1] 为区间 [0, lj 上所有的连续函数， 内积 ( x ， y )= f x [ t ) 

Jo 

j /( t ) dt , 则 C[0,1] 是完备的内积空间吗？ 

不是.实际上，若取 x n ( t ) 在 t = 0点为0,在 U 为1，在 [ o ,- l 为连接 

_n 」 [ n . 

(0,0) 和 lj 两点的线性函数，则为 q 0， l ] 的 Cauchy 列，但 x n { t ) 收 敛到在 

f = 0为0,在 f e (0,1] 为1的函数，它不是连续的，故 C 10,1] 不是完备的， C 10,1] 
的完备化空间是 L 2 [0，1]. 
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5.1.4 内积、的11质 

问题 5.1.14 内积一定连续吗？ 

是的.设 X 是内积空间，若 x n — x ， y n — y ， 则 { x n , y n ) —► { x , y ). 

实际上.由于 

K ^ n , Vri ) - { x , y )\ ^ \{ x n , y n ) - ( x , y n )\ -f |( x *, y n ) - ( x , y )\ 

~ I (^n 一 2/n)| + |(*^) Vn 一 y)\ 

< II 工 n - 工 || . Il^/nll + Ikll - \\yn-y\\y 

因此，当 Xn — 工， 2 /n — 2/ 时，有 （ X n , 2/ n ) — (2：， y ). 

问题 5.1.15 设 X 是内积空间，若 ( x n , y n ) — ► { x , y ), 则一定有： — : c 或 
•yn — y 吗 ? 

不一定.在 Z2 上，取 a: n = ( l ，0， l ，0，".)， y „ = (0,1，0,1，…），贝 lj ( x n , y n ) = 0, 
故 (^ n ,2/ n ) — 0,但和 { y n } 都不是收敛序列. 

问题 5.1.16 什么是极化恒等式？ 

设 X 是实内积空间，则对任意: r，y € X ,有 

( 工， ") =|(11 工 + "II 2 - lk-2/ll 2 )* 

设 X 是复内积空间，则对任意 y e X ，有 

y) = 1(11 工 + 2 /II 2 — lb -yll 2 + i|k + iy|l 2 bll 2 ). 

5.1.5 赋范空间可以引入内积的条件 

问题 5.1.17 对于任意赋范空间 X , 可否定义内积使之成为内积空间，且满 

足 || j ：|| = y /( x , X )? 

不一定.一般的赋范线性空间 （ x ,| M |) 不一定可以定义内积（•，•)，使之成为 
内积空间，且满足 || t || = yJ ^ XyX ). 例如，在 Zoo 中，取 z = (1，1，0，◦，… ）,2/ = 
(1，-1，0，…），则 || x || = 1，" 2 /|| = 1，但 ||x + y || = \\x - y \\ = 2,因此 ||x + y " 2 + 
\\ x - y \\ 2 ^ 2(|问 I 2 + | M | 2 )， 所以在 / oc 上不能定义内积，使得 / oo 成为内积空间，且 
满足 ini = 

oc 

问题 5.1.18 在赋范空间 / l 中， 对于任意 x , y e I . U 定义 （ x , y ) = XiYiy 

i=l 

则（工， :!/) 是否为 G 的内积，并满足 || x || = y /{ x , X )1 

容易按内积的定义验证它是 G 的内积，但不能满足 I 卜 II = 
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问题 5.1.19 设 X 是赋范空间，则可以定义内积（•，.)，使 X 成为内积空间， 
且 | M | = y / Wx ) 的充要条件是什么？ 

赋范空间 X 可以定义内积（•，.)，使 X 成为内积空间，且 || x || = 的充 

要条件是为 x , y e X 都满足平行四边形法则 (parallelogram law )， 即 

|x + y || 2 + \\ x - y \\ 2 = 2(|| x || 2 + \\ y \\ 2 ). 

实际上若 x 可以定义内积，使之成为内积空间，且 iixii = 则 

||:r + y || 2 十 ||x — y || 2 = (x + y，x H - y ) + (x - y , x - y ) 

= 2( x , x ) - I - 2( y , y ) = 2|| x || 2 + 2|| t /|| 2 . 

反过来，若对于任意有 

|>4^|| 2 十叶一 y || 2 = 2(||: r || 2 + W || 2 ). 

为了简明起见，这里只证 X 是实赋范空间的情形. 

令 ( x y y ) = ^{\\x + y \\ 2 - \\x - y || 2 )， 贝 1 J 

(1) { x , y ) = [ y , x )\ 

(2) ( x , x ) > 0 且 （ a ;， x ) = 0 当且仅当 x = 0; 

(3) 对于任意 x ， y， 2 € X ，有 

(: r + y ， z )=|(||( a ： + 2 /) + z || 2 - \\(x y ) - z \\ 2 ) 



由于 

(x, z) + [y, z) =^{\\x + 2 ：|| 2 - \\x - z|| 2 -f \\y^r z\\ 2 - ||y- z\\ 2 ) 
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x-\-y 

~Y~ 


z 


4 


2 


: r + y 


-hz 


2 


x-y 

~Y 


•工 _ y 


2 




2, 


2、 


2 


x 4 - y 
飞 


—z 


2 


x - y 


2、 


工 + y 
~2 


z 


2 


x-\-y 

~2~ 


— z 


2 


故 


{x-\-y } z) = (x, z) + (t/, z). 

对于任意 A e R ， x，y e X ，令 /( A ) = ( Aa :，?/)， 则 /( A ) 为连续函数，且 /( A ! + 
A 2 ) = /( A 1 ) + /( A 2 ) j 因此 /( A ) 是线性的，即 /( A ) = /(1). A ， 因而 ( Az ， y ) = A (: r ， y ). 

由 ( a ;，: r ) = ^(||x 4 - x || 2 - ||x - x || 2 ) = || x || 2 可知 || x || = y /{ x ~ x ), 因此 （ x ，: y ) 是 

X 上的内积，且 ||： r || = yj{x~x). 

在上面问题的讨论中，当 X 是复赋范空间时，令 

(a y) = ^(lk + y\\ 2 - \\ x - y\\ 2 + + ^11 2 - ilk - 4/II 2 )， 

则可证明（ X ，?/)就是 x 上的内积，且满足化|| = v / M - 

问题 5.1.20 实序列空间 c，co 山和 / oc 能不能引入内积 （•，•)， 使得 ||圳 = 
( x , a :) 1 / 2 ? 

都不能引入内积（•，•)，使得 M = ( x . x )^ 2 . 因为在这些序列空间，平行四边形 
法则都不成立. ^ 

问题 5.1.21 Ip = | ( Xi ) \ Xi e C, ^2 l x ^ l p < oo|(l ^ p < oc ), 在范数 

L i=l ) 

/ oo 、 1/P 

|| x || = I 是内积空间的充要条件为 p = 2 吗？ 

OO 

是的.实际上，若 p = 2,则明显地， (x,y) = 是/ 2 的内积.反过来，若 

i —1 

l p 是内积空间，则对于 ei = (1,0,**.,0)和 e 2 = (0,1,0,.*.,0),根据平行四边形法 
贝 IJ ， 有 + e 2 || 2 + || Cl - e 2 || 2 = 2|| Cl || 2 + 2|| e 2 || 2 , 故 2 2 > + 2 2 > = 2 + 2,因此 p = 2, 

问题 5.1.22 [0,1] 上的连续实函数全体 C [0,1], || x || = sup | x (0| 能不能定 

义内积 （ x ， y ), 使得 ( X , (•,*)) 是内积空间，并且 || x || = ( x , x )" 2 吗? 
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不能 • 实际上，对于： r ( t ) = 1,2/⑴= t ，有 || x || = 1， || y || = 1 ， ||:r - y || = sup{|l - 
|/ e [0,1]} 二 1，并且 || x + y || = 2,因此 ||； r + y || 2 + || x - y || 2 = 5,但 2||： r || 2 + 2||々|| 2 = 4, 
故平行四边形法则不成立. 

问题 5.1.23 设 X 是赋范空间，可以定义内积（•，•)，使 X 成为内积空间，且 
|. t || = yj(x, x) 的充要条件还有哪些？ 

Day 在1947年证明了下面条件之一是赋范空间 X 为内积空间的充要条件： 
(1) 对于任意 a :, y e X r || x || = 1, || t /|| = 1, 都有 

|| a : + y || 2 + \\x-y \\ 2 = 4. 


(2) 对于任意: c , y e X , 若 \\ x -\- y \\ = ||z — y ||, 则一定有 ||:c + y || 2 = ||: r || 2 + || y || 2 . 

(3) 对于任意 x , y e X ，若 \\x + y \\ 2 = || x || 2 + || y || 2 , 则一定有 \\x + y \\ = \\ x - y \\. 
问题 5.1.24 若 Banach 空间 X 与它的无穷维闭子空间都同构，则 X —定与 

可分 Hilbert 空间同构吗？ 

是的.这是在 1996年证明的.参见 ： Gowers W T . A new dichotomy for Banach 
spaces , Geom . Funct . Anal ., 1996, 6: 1083—1093. 

问题 5.1.25 C [0,1] 在 、 x ， y、=j x ( t ) y ( t)dt 下是内积空间吗？ 

是的.容易依内积的定义验证.° 

问题 5.1.26 设 X 是复内积空间 ， ye X ，则 f { x ) = { x , y ) 是 X 上的线性连 
续泛函，且||/|| = | M | 吗？ g ( x ) = ( y , x ) 也是 X 上的线性连续泛函吗？ 

f ( x ) = (: r , y ) 是 X 上的线性连续泛函.但若 X 是复的内积空间，则 〆 T ) = 
( y , x ) 不是 X 上的线性连续泛函，容易知道 g 是共轭线性的 .当 X 是实的内积空 
间时 ， 没⑻=(2/， x ) 是 X 上的线性连续泛函. 

问题 5.1.27 设 X 是内积空间，则 X —定是严格凸的赋范空间吗？ 

是的.对于任意: r,y G X ,若 _t # y , 且 ||: r || = || y || = 1，则由 




可知 || a : H - y \\ 2 = 4 — ||rc — y \\ 2 < 4, 因而 


< 1，所以， X 是严格凸的. 


问题 5.1.28 设 X 是实内积空间， x , y e X 是非零元，则 ||x + y|| = ||.x||-f ||i/|| 
的充要条件为存在 A 〉 0, 使得 y = Ax 吗？ 

是的.这是由于每个实内积空间都是严格凸的赋范空间，故结论成立. 

问题 5.1.29 设 X 是 Hilbert 空间，则 X 的任意闭凸集都一定有唯一的范数 
最小元素吗？ 

是的.设 4 是 Hilbert 空间的闭凸集， 记 d = inf{||x|| | x G ^1}, 不妨设 (i > 0, 
则存在 rr n G 4 使得 lim ||x n || = d, 故 {^ n } 是有界序列，由 Hilbert 空间是自反的 
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可知存在子序列 { x nk } 弱收敛到某个 rro . 由于凸集是闭的当且仅当它是弱闭集，故 
xq e A , 并且||邱|| < \\m || x nic || =木所以， xo 为4的范数最小元素.由于久是严格 

凸空间，故范数最小是唯一的.实际上，若存在 : ro /⑽满足||仰|| = “11 = < 
则由可知^0+^ x 另外，^ ^ 去 M “ ，故 

= d ， 因此，；=1，咢=1，并且 |(^ + T ) =1，但这与％是 

2 a a 2 \ a a / 

严格凸的矛盾. 

问题 5.1.30 设 X 是有限维赋范空间，则 X 的任意闭凸集都一定有唯一的 
范数最小元素吗？ 

不 一 定.在 i ? 2 上定义范数 || ar || = ||( xi , x 2 )|| = max {| xi |, | x 2 |} ? 则对于闭凸集 
A = {(1， X 2；) 丨 X 2 e [-1, 爪，则 A 中的任意元素都是范数最小元素，所以，闭凸集 A 
的范数最小元素不是唯一的. 

5.2 投影定理 

5.2.1 正交的定义 

问题 5.2.1 什么是正交？ 

设 X 是内积空间， x，y 6 X ， 若 ( x , y ) = 0,则称 x 与 y 正交 ( orthogonal ), 记为 

x - Ly . 

若 x e X,M c X ,且对任意 y e Af ， 有（: r ， y ) = 0,则称 o ; 与 M 正交，记为 

x 丄 M . 

若对任意 xeM . yeN , 都有⑷ 2/) = 0, 则称 M 与 N 正交，记为 A/ 丄 7V. 
问题 5.2.2 在 中，定义 （ a ：， y ) = x\yi 4- x 2 y 2 + x 3 t /3 i 则对于 M = 
{(xi,x 2 ,x 3 ) |x 3 = 0}，iV = {( 工丄 ，:^，：^) I A = 0}, 有 M±N 成立吗？ 

M 与 N 不是正交的，实际上，对于 x = (1,1,0) G Af , y = (0,1,1) € iV ， 有 
{ x , y ) = 1,所以 ， M 与 N 不是正交的.需要注意 的是： 在空间解析几何中 ， OXY 
平面与 OYZ 平面垂直是由于 OXF 平面的法向量与 OFZ 平面的法向量垂直.在 
内积空间妒中， oxy 平面与 oyz 平面正交的定义是不同的. 

问题 5.2.3 什么是正交补？ 

若 M C X ，则称 = {x G X | a : 丄 M } 为 M 的正交补 (orthogonal comple ¬ 
ment ). 

问题 5.2.4 设 C [ 一 1， 1] 为 [ 一 1,1] 上的实连续函数全体，内积为（: r ， y ) = 

/： 


x ( t ) y ( t ) dt , 若 M 为 [-1,1] 上的实连续奇函数全体，则 M 的正交补为[-1，1] 
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上的实连续偶函数全体吗？ 

是的. (1) 若 y 为 [-1,1] 上的实连续偶函数，则对所有 x e M，x ⑴ y ⑴都是 

[-1， 1] 上的实连续奇函数，从而 ( x , y )= I x ( t ) y ( t)dt = 0,因此 y G M 丄. 

(2) 反过来， 若 y e M 丄，令 2 ( t ) = y ⑴ - y (- t )， 则 z (- t ) = y (- t ) - y ( t ) = — 2 ⑷， 
从而 z ⑴为奇函数，因此 z € M ， 所以 （ y ,2) = 0. 

由于 

之 ⑴ 2 = [ 2 /⑴一 2/(~^)]^(0 = 以⑴ 2 ⑴ + 2 /(— — 0 ， 

& 1 1 1 

I z ( t ) 2 dt = [ y [ t ) z ( t ‘) dt .+ f y (- t ) z {- t)dt = ( y , z ) + (?/, z ) = 0, 

7—1 J — \ 7 — 1 

从而 i 

J ^ [y{t) - y {- t)] 2 dt = 0 . 

由 y ⑴是连续函数可知 = 2/(-0,即 2 /W 一定是偶函数. 

由 （1) 和 （2) 可知 . M 的正交补为[-1， 1] 上的实连续偶函数全体. 

5.2.2 正交的性质 

问题 5.2.5 什么是勾股定理 （Pythagorean theorem )? 

勾股定理是指：当 x 丄2/时，有 ||x + y || 2 = INI 2 + || y || 2 . 

问题 5.2.6 设 X 是实内积空间，若 ||rr + 2 /|| 2 = || x || 2 -f " y || 2 , 则 x ± y 吗? 
是的.若 X 是实内积空间，则 （ a : + 2/, :c -f y ) = \\x -f y \\ 2 = \\ x \\ 2 -f || y || 2 , 故 
2( x , y ) + 2( y , x ) = 0, 因此，由 ( y , x ) = ( x 、 y ) 可知 （ x ， y ) = 0,所以， x ± y . 

问题 5.2.7 若久是复内积空间 ，: r，y € 久满足 ||:r + y || 2 = ||: r || 2 + || y || 2 ， 则 
x 丄 y 一定成立吗？ 

不一定.在复数 C 中，定义内积 （ x , y ) = a :% 则存在 x = l,y = i , 使得 
|| j ; + y || 2 = ||1 + z || 2 = 2, 并且 || x || 2 + || y || 2 = 2,但 ( x , y ) = - i , 所以 ，: r 不与 y 正交. 

问题 5.2.8 设 X 是内积空间 ，: r , y G X , 则： r 丄 y 的充要条件为对任意 a e K , 
有 ||x + ay || = || x - ay || 吗？ 

是的.若: r 丄 y ， 则对任意 a G A ' 有 

\\x 4- ay || 2 = (x + ay , x 4- ay ) 

= ( x , x ) -h ( x , ay ) + { ay , x ) -h ( ay , ay ) 

= IWI 2 + W 2 IMI 2 ， 


且 \\x - ay \\ 2 = \\x \\ 2 -f |a| 2 ||t/|| 2 , 因此 ||x + o：y|| = ||a: — 
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反过来，若 a e A' 有 ||:r + ay|| = ||a •- ay\\, 则由 

(x + ay,x + ay) = (x, x) + (x, ay) + {ay, x) + {ay, ay) 


和 


(x - ay, x- ay) = (x, x) - (x, ay) - (ay,x) -f {ay, ay), 

可知 2a(x,y) + 2a(2/,x) = 0. 令 a = (x ，")， 贝 U |(x,y)| 2 + |(x, y)| 2 = 0, 因而 [x,y) = 0, 
所以 x±y. 

问题 5.2.9 设 X 是内积空间， a:，y € X ，则 x 丄 y 当且仅当对任意 a e K ’， 有 
||ar + ay || > || x || 吗？ 

是的.若 x±y, 则对任意 a e /(，有 x±ay, 因此 


Ik + ay 11 2 = ||ar || 2 + | a | 2 || y || 2 ^ || x || 2 , 


所以 \\x + ay\\ ^ || x ||. 反过来，若对任意 a € AT ， 有 \\x -f ay\\ ^ || x ||, 则令 

… 錶 ’ 由 ii 一 ii 2 -w ㈣ 


(x + ay, x -f ay) - [x,x) 


=( x ，: r ) + {x,ay) + {ay,x) + ( ay , ay ) - ( x ? x ) 


=^{x, y) + a ( y ，: r ) + \a\ 2 (y,y) 


1( 工，以 )1 2 _ \{^>y)\ 2 , l(z ， y)l 2 

"W 阪 F 


1(^^)1 2 

l \ y\T 


^ o , 


因此 [ x , y ) = 0,所以 x ± y . 

问题 5.2.10 设 X 是内积空间， x，y € X , a : 丄 y ， 则 r 和 y —定是线性无关 
的吗？ 

是的.若存在 a，/J e /(，使得 ax + / = 0,贝 lj (ax + /3 y , x ) = a || x || 2 = 0, 因此， 
a = 0, 同样地，可证 P = 0, 所以， a : 和 y —定是线性无关的. 

问题 5.2.11 在内积空间 X 中，若 x n — x 0 , : 丄仏 则一定有: r 0 丄 y 吗？ 
是的.由内积的连续性可知 lim ( x n , y ) = ( x 0 , y ), 因此，由 { x n ) y ) = 0可得 

n—^oo 

{x 0y y) = 0 , 所以， x 0 ±y. 

问题 5.2.12 设 X 为内积空间， xeX，M C X ,则下面性质成立吗？ 

(1) 当 a : 丄 y 且 a : 丄2： 时，有 丄 (Aiy + X2Z ) 对于任意 Ai ， A2 € K 都成立； 

(2) 当 MiN 时，有 M C 且 iV c M 丄； 

(3) 当 M C N 时，有 M * 1 3 Ni . 
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是的.不难验证. 

问题 5.2.13 在内积空间 X 中，对于任意非空子集 M ， MflM x 有可能是空 
集吗？ 

是的.例如，在 i ? 2 中,对于任意 x = ( xi ) x 2 ),y = ( yi , 2 / 2 ) ^ 定义 y ) = 
x\y\ -f x 2 y2, 则对子集 M = {(1,0)}, W M 1 = {(0, o ：2) | X2 6 i ?}, 因此 M 门 M 丄是 
空集.实际上，如果0不属于 M ， 那么 Mf]M ± 一定是空集.不过若 M 是内积空 
间 X 的子空间，则一定有 MflMi = {0}. 

问题 5.2.14 设 X 是内积空间， M 是 X 的非空子集，则 M 在 X 稠密的充 
要条件是 A /丄 = {0} 吗？ 

不是.若 M 在 X 稠密的，则对于任意 x e A /' 有 Xn e Af , 使得〜 —: c ， 故 
(x ni x) —► ( x , x ), 因此，由 (x ny x) = 0可知 ( a ;， ar ) = 0,所以， A /丄 = {()}• 

反过来，若从丄={0}，则 M 不一定在 X 稠密.实际上，在 Hilbert 空间 i ? 2 
中，令 M = {(0 ? 1),(1,0)}, M M ± = {0} 1 但 M 在 i ? 2 不是稠密的 • 

问题 5.2.15 设 X 是 Hilbert 空间， M 是 X 的子空间，则 M 在 X 稠密的充 
要条件是= {0} 吗？ 

是的.由上面问题可知，若 M 在 X 稠密的，则反过来，若= 
{0}，则= {0}，故对于任意 X G X ,由投影定理，存在 x 0 G M,y e M x , 使得 
x = xq y. 由于 M = {0}， Wi x = xq G M , 所以 ， M 在 X 稠密. 

问题 5.2.16 有某个内积空间 X ，存在 X 的真子空间 M ， 使得艉丄={0}吗? 

是的.设 M = {( x ? ) | 只有有限个&不为0}，则 M 为； 2 的真子空间，并且 
M x = {0}. 

问题 5.2.17 设 X 是内积空间 ， M C X ,则 M 丄一定是 X 的闭线性子空 
间吗？ 

是的.对于任意 x，y G M L , 以及 z G M ， 有 

( X ， 2) = 0且 （ y ，2) = 0， 


因此，对任意有 

( ax -\- py , z ) = a ( x , z ) -f f 3 { y , z ) = 0, 
ax + 0 y e M 丄，即 A /丄 是线性子空间. 

若: r n G M ' x n —► x , 则对任意 2 ： e M , 有 （: r ， 2 ：) = lim ( rr n ， 2 ) = 0, 因此 
xe M 丄，所以， M 丄是 X 的闭线性子空间. n ^°° 

问题 5.2.18 设 X 是内积空间，若 M 是 X 的闭线性子空间，则一定存在 
N CX, 使得斤丄== M 吗？ 
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是的.由于 M 是 X 的闭线性子空间，故 （ Mi ) 丄 = M 、 令 N = Afi ， 则 

#丄= M . 

问题 5.2.19 设 X 是内积空间 ， MC X ，则 （_( M )) 丄 —定成立吗？ 
是的.由于 span ( M ) D M , 故 ( span ( M )) 丄 C M 丄. 

反过来，对任意 x G M ' 有 M C { x } i ， 由上面定理可知 { x }- 是闭子空 
间，故 span(M) C {x} 丄，因而 x e (sp^n(M )) 1 , 所以 M 丄 C (Spm(M)) 丄，从而 
(span (M)) 丄 =M 丄 . 

问题 5.2.20 设 M 是 Hilbert 空间 X 的闭真子空间，则 Af x 含有非零元素 
吗？若真子空间 M 不是闭的，则结论也成立吗？ 

是的.由 M 是 X 的闭真子空间，因而对 rr € X \ M ， 存在:^ e M,y G 使 
得 a : = xo + y ， 由 ： r _ M 及 ; To G M 可知 a : — a：o # 0，所以 y # 0, 且 y G AP ，即 
M ± 含有非零元. 

若真子空间 M 不是闭的，则结论不一定成立.实际上 ， 设 M 为中只有有限 
个坐标不为0的所有点构成的子空间，则 M 是1 2 的真子空间，但不是闭集，并且 
M 丄 没有非零元素.这是由于 x G A /丄 时，对于任意 e „ e M , 都有 （: c ， e n ) = 0,故 1 
的第 n 个坐标一定是0,所以 ，: r 的每个坐标都是0,即 : r 一定是 0. 

问题 5.2.21 设 M 是 Hilbert 空间 X 的子空间，并且 M 丄 含有非零元素，则 
M 一定与；(：不相等吗？ 

是的.这是明显的. 

问题 5.2.22 设 M 是内积空间 X 的非空子集，则 M 丄丄丄 = M X 吗？ 

是的.由= ( M ^)^ 可知 ， Mi C 反过来，对任意 x G M 也及 

y e M C M ^， 可知 （ x ， y ) = 0，因而 x ± y 对于任意 y e M 成立，故 : r e M ~, 因此 
C M ' 所以 = M 1 -. 

问题 5.2.23 设 M 是内积空间入的非空子集，则一定有= M 吗？ 

不一定.例如，在 i ? 2 上，定义 ( x , y ) = xiyi + x 2 t / 2 , 则对于 M = {(1,0)}，有 

从丄= {(0， x 2 ) I x 2 e /?}，故 M 丄丄= {(. Ti ,0) I Zi E R }, 所以， M 与 M 丄丄不相等. 
问题 5.2.24 设 M 是 Hilbert 空间 X 的子空间，则一定有 M ±A ~ = M 吗？ 
是的.由于 M C 并且是闭子空间，故 M C A /夂. 另外，对于任意 
x e M 11 ， 有 ： Co € Af , y e M ~ 使得 :r = xo + y ， 由 Me M “ 可知 ： To G M 11 ， 故 
x — xq E 因此 y = x — xq ^ M-^y 所以 yiy , 因而 .(/ = 0, 从而 M — C M ■所 
以， M 1 - 1 - = M . 

问题 5.2.25 设 M ,； V 是内积空间 X 的子空间，则一定有 (M + N ) 1 = 

M 丄 n# 丄，并且 （ Mf]A0 丄 = M 丄 + iV 丄吗？ 

是的.容易验证. 

问题 5.2.26 什么是正交和？ 
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设 X 是内积空间， M 、 N 是 X 的线性子空间，若 MLN , 则称好 = {x + y\xG 
M,y e TV } 为 M 与 iV 的正交和，记为 H = M ^ N . 

问题 5.2.27 设 X 是 Hilbert 空间， M，N 先 X 的闭真子空间， M 丄 7 V , 则对 
于任意 : cGM ㊉ 写成 x = m + n ， mGM，n £ N 的表示一定是唯一的吗？ 

是的.对于 : r e M ㊉ iV ， 若 x = m + ri = m ’ + n ’， 771, m ’ e Af ， n ， n ’ e iV , 则 
m — rn! — n' — n. 由于 M ， N 是 X 的闭真子空间 ,m — 7n’ = n’ — n G M D N = {0}, 
rn = m , , n = n\ 所以，: c 写成 :c = m 十 n，mG M , n ^ N 的表示是唯一 ■的. 

问题 5.2.28 设 X 是 Hilbert 空间， Al , TV 是 X 的闭真子空间， M 丄 7 V ， 则 
M ㊉ N 一定是 X 的闭子空间吗？ 

是的.容易验证 M + N 是 X 的线性子空间，故只需证 Af + 7 V 在 X 中是闭的, 
若:+ y n G ㊉ ^/ V ， y n G 7 V ， 且 + y n ― ^ 2 ，则由于 X 是 Hilbert 空间， 
M 是闭子空间，因此 z = x -h y,x e M.y e M 1 , 故 x n — x 6 M ，— y G M L . 因而 

I 工 n _ 工 || 2 + \ [yn ~ y \\ 2 HI 工 n ~ ^ Vn ~ 2/| | 2 

= x n + _ (T + 2 /)112 = + y n _ z — > 0, 

所以 x n — x , y n — y , 故 z = x + G M，y G TV , 即 Af ㊉ */ V 是的闭子空间. 

问题 5.2.29 设 X 是 Hilbert 空间， M、N 炎 X 的闭真子空间， M 与 N 不 
一定正交时，则 M + 7 V —定是 X 的闭子空间吗？ 

oo 

不一定•在 / 2 上定义内积 Or , y ) = Y , 取 M = { On , 0, x 2 ,0, x 3 , 0,… ） |心 e 

Z =1 

C},N = {(xi. xiyXs.x^/S, X 5, xs /5, • • • ) I 々 e C }， 则 M ，N 是 X 的闭真子空间， M 
与 N 不是正交的 ， M + N 不是的闭子空间. 

问题 5.2.30 设 X 是赋范空间， M 是 X 的有限维子空间， 7 V 是 X 的闭子空 
间，则 Af + 7 V —定是 X 的闭子空间吗？ 

是的.容易知道 P: X ^ X/N 是线性有界算子，因此， P ( M ) 是 X/N 的有限 
维子空间，故 P ( M ) 是闭的.由 P 是连续的可知= M + 7 V 是 X 的闭 
集.所以， M + iV —定是 X 的闭子空间. 

5.2.3 投影的定义 

问题 5.2.31 什么是投影？ 

设 M 是内积空间 X 的线性子空间， XGX , 若存在 e M,y e 使得 

x = x 0 -\- y , 

则称 xo 为 x 在 M 上的投影 ( projection ). 
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在 i ? 3 中，对 M = {(：^，0：2,0)丨0：1，0：2 e i ?}， 以及任意 X = ( xi , X 2, X 3 ) G X ，有 

x 0 = ( X 】， X 2,0) G M , y = (0,0, x 3 ) G M 丄， 


使得 


X = x 0 -h y, 


即邱为 x 在 M 上的投影. 

5.2.4 投影的性质 

问题 5.2.32 设 X 是内积空间， M 是 X 的子空间 ，: r e X ，若: r 0 是 z 在 M 
上的投影，则： r 到： r 0 的距离是 z 到 M 的最短距离吗？ 

是的.设 X 是内积空间， M 是 X 的子空间 ， x G X ，若 rro 是 x 在 M 上的投 
影，则 

|x — xo || = inf || a : — z | . 

z^M 

实际上由于： Co 是： r 在 Af 上的 投影， 故 Xo G Af 且 : r - xo 丄 M ， 故对于任意 
2 G M ， 有 xq — z G M , 因而 ； r — xo-Lxo — 2 , 故 

11^ ~ A\ 2 — ll( x ― ^o) + (^0 — 之川 2 = 11$ — x o\\ 2 W^o ~~ z \\ 2 ^ \\ x ~ 工 o|| 2 ， 

所以 ||x - xo || = inf ||x - z ||. 

zE Af 

5.2.5 投影定理 

问题 5.2.33 什么是投影定理 (projection theorem )? 

投影定理设 M 是 Hilbert 空间 X 的闭子 空间， 则对任意 : r e X ， a : 在 M 上 
存在唯一的投影，即存在 x 0 eM , 2 /6 M ± , 使得 x = xo + y ， 且这种分解是唯一的 • 
实际上，对于 x ^ X ) ^d = d { x ) M )= inf || x -^||, 则存在〜€ M , 使得 


lim \\x n — x || = d. 

n—^oo 


由于 fm+Xn ^ M ，故 


X m + X n 
2 



彡 cZ . 故 


I \^m _ 工 n 





Xm 



2 




n\xm - x\\ 2 -f ||o: n - ar|| 2 - 2 



彡 2(||a: m - x\\ 2 + ||x n - x|| 2 - 2d 2 ). 
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由 HI — d ， 可知 { 〜 } 是 Cauchy 列 . 由于 X 是 Hilbert 空间，且 M 是闭子 
空间，故存在 xo G M ， 使得 x n — 邱，所以 ||a; - x 0 || = d(x, M). 

令 2/ = a; - a ： o, 则 :r = rro + y ， 因此下面只需证明 y 丄 M. 

对任意 z e 及任意 A G 有 xo-^Xze M . 因此 ||x - (x 0 + A 2 )|| ^ d, 

故 

||(x — xo) — Xz\\ 2 = ||x — Xo|| 2 — 2Re{(A(x — ^o), z)} -f |A| 2 ||z|| 2 ^ d 2 . 

取入 = 包^^，则 

Ikll 2 

2 n \(x-X 0 ,z)\ 2 \{X-X 0) Z)\ 2 一 ^ 2 |(X-X 0 , Z)\ 2 ^ ;2 

X — Xq — Z - - - 1 - ;~ - — X — Xo — - - -^- ^ (I • 

Z L 1 ||z 2 


由 ||:r - : r 0 || = d 可知， 一 定有（: c — xo , z ) = 0,因此 x — xoJ-z 对于任意 z e M 
成立，即 y ± M . 由上面讨论可知对于任意 x e M , 存在 ： To G M , 2/ € Af ' 使得 
x = x 0 + y ^ 

现证这种分解是唯一的.假设存在另一个 e M 及 y f e A /' 使得 = <+ 〆 ， 
则 xo — ： r () e M , y — y , ^ M 丄 ，故由 y — y / = (x ~ xq ) — (x — Xq ) = < — e Af 可 

知 y = 〆 . 

问题 5.2.34 设 X 是 Hilbert 内积空间， M 是 X 的闭子空间 ，: re X ，则存在 

xo e M 使得 ||x — 3： o || = d ,( x y M ) 当且仅当 ： c — : ro 丄 M 吗？ 

是的.不难验证. 


问题 5.2.35 若 M 是不完备内积空间 X 的闭子空间，则对任意:在 
M 上是否存在投影呢？ 

不一定.设 X 为只有有限项非零的实数列全体构成的子空间，内积为 （ Xj ) = 
f x 说，则 X 是不完备的内积空间. 若 e n 为第 n 个坐标为1,其他坐标为0的点， 

oo / 1 \ n oo/l\2n 00 /1 \ 71 

令之 = 二(7!) en ，则之 e G ， 1 ㈤ 1 =卜，4 = Z (7 i ) = ( 2 ) =1 ，但之 

n=l ^ / n=l \ V / n=l \ / 

不属于 X . 设 M = {y e X | (^, 1 /) = 0}, 则由内积 { z ,-): X -^ R 是连续的可知 A / 
是 X 的闭子空间. 

对于 x = 在 Af 的投影为： 1*0 = ei - ( z , ei ) z , 这是由于 ( z , xo ) = (AeJ - 
( z , ei )( z , z ) = 0, 并且 y = x — xq — ( z , e\)z G Afi . 但 M 只有有限个坐标不为 0, 

1 1 ^ \ n ~^ 1 

因此与 xq = ei - { z , ei)z = ei - —z = -ei - ^ — j e n 有无穷多个坐标不 


n =2 



n+1 


有无穷多个坐标不 


为0矛盾，所以， x 在 M 上的正交投影不存在. 

问题 5.2.36 若 M 是 Hilbert 空间 X 的子空间，但 M 不是闭的子空间，那 
么对任意 : c € X , a ; 在 M 上是否存在投影呢？ 
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不一定.在 G 中， M 为只有有限项非零的实数列全体构成的子空间，则 M 不 
是 h 的闭子空间.可以断言，对有些 : r e X , z 在 M 上的正交投影不存在. 

实 际上， 容易证明 M * 1 = {0}. 由于 ei = (0,…，1，0,€ M ， 因此对任意 
x = (xj) € JV/ 丄，有 = (x，e《） = 0 ，故 o; = 0 . 

选取 a : = ^ €〖2,若 x = 3： 0 + y 是 a : 的正交分解，由于 y G M * 1 = {()}，所以 

x*o = x = 这与吻只有有限项非零矛盾，所以，: r 在 M 上的正交投影不存在. 

问题 5.2.37 设 X 是 Hilbert 空间，对于入的任意一个闭子空间 M ， 都一定 
存在 X 的子空间 N 、 M 与 N 正交，使得 X = M ㊉ 7 V 吗？ 

是的.由投影定理，对于任意闭子空间 Af ，有叉 = M ㊉ 
问题 5.2.38 设 X 是 Banach 空间，对于 X 的任意一个闭子空间 M ， 都一定 
存在 X 的子空间 7 V,Af fjiV = {0}，使得 X = M + iV 吗？ 

不一定. 

问题 5.2.39 设 X 是 Banach 空间，若对于 X 的任意一个闭子空间 A /， 都一 
定存在 X 的子空间 iV , Mfl ^ V = {0}, 使得 X = M + iV ， 贝，]1 一定与 Hilbert 空间 
同构吗？ 

是的.参见 ： Lindenstrauss J , Tzafriri L . On the complemented subspaces prob ¬ 


lem . Israel J . Math ., 1971, 9: 263-269. 

问题 5.2.40 设 X 是 Banach 空间， M 是 X 的一个有限维子空间，则一定存 


在 X 的子空间％从门#={0},使得 X = M + iV 吗？ 

是的.设 { ei ， e 2, …，为 M 的一个基，则存在线性连续泛函 /i G X %使得 
fi { ej ) = Sij , 令 N = H ； =1 Ker (/ t ), 则对于任意: r e X ，有 


n 


n 




x = 〉: fj( x ) e j + 
i=i 

n n 

既然 [^ ㈤ 勺 e M . X - J 2 e iV ， 因此 ， X = M + iV . 另外，若 rc e M 门 TV , 


n 

则 a : = c j ^ j ) 故由 fi (^) = 0 可知 q 二 fi ( x ) 对任意 i 都成立，因此 , t = 0，所以, 

j=i 

X = M + N } 并且 MC \ N = {0}. 


5.2.6 投影算子 

问题 5.2.41 什么是投影算予？ 

设 M 是 Hilbert 空间 X 的闭子空间，: X — M ， 对于任意 x 6 X , P M x = 
xo , 这里 : To G M 为 x 在 M 上的投影，则称 * Pm 为投影算子 (projection operator ). 
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问题 5.2.42 设 M 是 Hilbert 空间入的闭子空间 ， M # {0}，为投影算 
子，则下列性质成立吗？ 

(1) Pm 是线性有界算子，并且 || Pm || = 1. 

(2) P 2 m = P M - ' 

是的 .（1) 记 Qmx = x - Pm 工，则丄对于任意 x,y e X , a ,(3 e C , 有 
ax + /3 y = P M ( ax ^- py ) -f Qm{olx -h / Jy ), 并且 ax + Py = a ( P M x - {- Qmx ) + /3( P M y + 
Qmv ) = ( aJP M x +0 PMy ) + ( aQMX +(3 QMy ). 因此, PM {(^ x -\-^ y )-{ aP M x -\- l 3 PMy )= 
Q M (ax 4 - Py ) - [ aQ M x + pQ M y )^ 由左边的点属于 M 和右边的点属于 A /丄 以及 
几/门从丄= {0} 可知 P M {ax + py ) = aP M x + pP M y . 所以， Pm 是线性算子 • 

由于对于任意 xex ,^ ye 使得 X = P M x + y , 所以 || x || 2 = \\ P M x \\ 2 + 
| y || ^ II 尸 mt ||， 故 \\ Pmx \\ ^ || x || 对任意 x e X 成立，因而 \\ Pm \\ ^ 1. 对于 
xeM , || x || = l , 容易知道 P M x = x , 所以 \\ P M \\ = l . 

(2) 对于任意的 : r e X , 由于 P M X e M , 所以明显地，有 Pm { Pmx ) = 所 
以， 4 = Pm . 

另外，顺便指出，明显地,若 Af = {0}，则 Pm = 0,因此， || P M || =0. 

5.2.7 正交性在 Banach 空间的推广 

问题 5.2.43 Hilbert 空间的正交在 Banach 空间有哪些推广？ 

(1) G . Birkhoff 在 1935年定义了 xi B y 为对任意 aeK } 都有 \\ x - hay \\ ^ || x ||. 

(2) R . C . James 在 1945年定义了等腰正交 x 丄 /y 为 || o ; + y || = ||x - 刎|. 

(3) R . C . James 在 1945 年定义了勾股正交 x 丄烈为 ||x + y || 2 = || x || 2 + \\ y \\ 2 . 

(4) 1. Singer 在 1957 年定义了： r 丄^/为 — + = -- V —. 

x y x y 

5.3 Hilbert 空间的正交集 

5.3.1 正交集的定义和性质 

问题 5.3.1 什么是正交集？ 

设5 1 = { e a | e a 〆 0 ,a G / I }是内积空间 X 的一个子集，若 S " 中任意两个不同 
点都是正交的，则称 S 为 X 的一个正交集 (orthogonal set ). 

问题 5.3.2 什么是正交规范集？ 

若 S = { e tt | a G /!} 是 X 的正交集,且对任意 e a € 有 || e a || = 1,则称5 1 为 
X 的正交规范集 (orthonormal set ). 

问题 5.3.3 正交集具有哪些简单性质？ 
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(1) 若 { ei ， e 2 ， …， e „} 为的一个正交集，则 

||ei + e 2 + …+ e n || 2 = || ei || 2 -|- || e 2 || 2 + … + || e n || 2 ; 

(2) 若 { ei ， e 2，•••，〜} 为 X 的-•个正交集，则 ei ， e 2, * • • , 6 n 线性无关. 

5.3.2 正交集的规范化 

问题 5.3.4 什么是 Gram-Schmidt 正交规范化方法 ( Gram-Schmidt ortho nor ¬ 
malization process )? 

设忖 d 为内积空间 X 的线性无关集，则可化为正交规范集 { e ? }, 使得对 
于任意自然数 n ， 有 

spanjei , e 2 , …， e n } = span { xi , x 2 , * • • t x n ). 


实际上.由于 { xj 为线性无关集，故& # 0,故 Cl 


工 1 


I 工 il 


时，有 M 


令2/2 = $2 - ($2， ei ) ei , 则由❿}线性无关可知2/2 / 0，由于（2/2, e 〗） = 0,故 


，取 e 2 


V 2 


\\V2\\ 


，故 || e 2!| = 1，且丄 e 2. 


令 m = ^3 - ( 工3 , ei)ei - (x 3 , e 2 )e 2 , 则 y 3 / 0, 且奶丄 ei ， 2 / 3 丄 0 ，取 e 3 = 

\m\\ 

则 ||e 3 || = 1 , 并且有 ei 丄 62, e 2 -Le 3 , e 3 -Lei. 

i-i 

一 般地，按照这一方法，可以令队 = A — ^2 ( x ^ ~) ej , 贝 lj 仏/ 0，且队与 


3 


ei , e 2 , . • • , ei_i 正交，取 e ; 


Vi 


llyill 


，则 { ei ， e 2 ， …， h } 为正交规范集. 


按照归纳原理，重复以上的过程，可以得到使得 { ei ， e2 , …， en } 
为正交规范集. 

7 i-i 


由 


ti 


11^11 


Xi — ^ ( x “ ej)ej 可知 Xi 是 C 2, 


j 


的线性组合，因 


3 


ifcfc Xi G span { ei , • • • ， e ^} ，故 span { xi , x 2 , •.. ， x ?l } C span { ei , e 2 ， .. • ， e n }. 

反过来， q 也是$ 2 ，的线性组合，因此 

span { ei , e 2 , ••• , e n } C span { xi , x 2 , ••• ， x n }, 

所以， span { ei ， e 2 ，•••， e n } = span { xi , x 2 , , x n }. 


5.3.3 Fourier 系数的定义和性质 


问题 5.3.5 什么是内积空间的 Fourier 系数? 
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设 5* 二 { e tt | a G /!} 是 X 的正交规范集 ，: r G X ,称 {( x , e a ) | a G / I }为： r 关于 
5" 的 Fourier 系数序列 ，（: r , e «) 称为 : r 关于 的 Fourier 系数 (Fourier coefficient ). 
问题 5.3.6 设 { e l5 e 2 , ... ， e n } 是内积空间 X 的正交规 范集， 


M = span{ei | i = 1, 2, • • • , n } } x G X . 

n n 

( X ， ti ) e.i 为 X 在 M 的投影，且 ||. To || 2 = ^ |( x , e 《)| 2 吗？ 

t=l 

n 

是的.由 M = span{ei | z = 1, 2, .. ♦ ， n } 可知： r 。= ^ ( x , G M . 令 

i=l 

y = x - x 0 , 贝 lj 



( y , ei ) = (x - x 0) ei ) = ( x , ei ) - ( x 0 , eC ) = ( x , e H ) - ( x y e ^) = 0, 

故 y e M ' 由 x — Xo ^ ry 可知 x 0 是 rr 在 M 上的投影. 

由于 ei ， eg , • * • , e n 是正交规范集，因而有 

n 2 n n 

H^ll 2 = ei)ei ei)| 2 ||ei|| 2 = ^ |(x, ei )\ 2 . 

i=l i=l i=l 

问题 5.3.7 设 {q I f = 1,2,-.. , n } 是内积空间 X 的正交规范集，则对任意 
x 6 X ，有 

^|( x , e { )\ 2 ^ || x || 2 


是的.对于任意 x ^ X , 由上面定理可知 a :。 = ( x ， ei ) ei 是: r 在 M 上的投 

影，即存在 y G M L , 使得 x = 因此 

\\ x \\ 2 = Ikoll 2 + ||y|| 2 = J2\{x, ei)\ 2 + ||y|| 2 , 

2=1 

所以 

n 

^ |(x, ei)| 2 < ||x|| 2 . 
i=l 

问题 5.3.8 设 { e ?: \ ieN } 是内积空间 X 的正交规范集，则 

OC 

Ll(z ， ei)\ ^ ||a;|| - \\y\\ 


对任意 rr , y e X 成立吗? 
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是的.由于 k | i G TV } 是 X 的正交规范集，故对任意 rr，y € X ,有 

oo oo 

E |(礼 ei )| 2 < ||x || 2 ， ei )\ 2 < ||y|| 2 , 

« •« • « 


故 


5.3.4 


[|( x , ei )( y , ei )| ^ 

t=l 

Bessel 不等式 


^1 (礼 e i)l 


2 


1/2 


e i )\ 


2 


1/2 


< Nl - llyll 


问题 5.3.9 什么是 Bessel 不等式 （ Bessel’s inequality)? 

Bessel 不等式 设 { e ; | i = 1, 2, • • •, n , • • •} 是内积空间 X 的正交规范集， 

OO 

则对任意 a: e X ，有 r |(x ， ej)| 2 < |W| 2 . 

i=l 

问题 5.3.10 若 {q I i = 1 ， 2, •. . ， n,.. •} 是 Hilbert 空间 A 的正交规范集，则 
序列 {ej — 定弱收敛于 0 吗？ 

是的.若 {ei | i = 1，2, . . •， n , • • •} 是 Hilbert 空间的正交规范集，则 e ; 弱收敛 
于 0. 实际上，对于任意/ € X *，由 Riesz 表示定理，有 y G X ，使得 f ( x ) = ( x , y ). 

OC 

由于 Z \( y , ei )\ 2 ^ || y || 2 < oo -, 因此该级数的一般项收敛于0,故 \{ y , ei )\ -> 0,因而 

/(eO -/(0),所以，序列 { ej 弱收敛于 0. 

问题 5.3.11 若 {ei | !• = 1,2, . . • ， n ， …} 是（不一定完备）内积空间 X 的正 
交规范集，则序列 {ej — 定弱收敛于 0 吗？ 

OO 

不一定.设 X = {( a ： i ) I 只有有限个〜不为 0}, 则 X 在 （: r ， y ) = y^XiVi 

i=l 

下是内积空间，但 x 不是完备的.若为第 i 个坐标为1，其他为0的点，则 
k 卜=1，2,…， n ， … } 是 X 的正交规范集，但 { ej 不是弱收敛于0的.实际上，对 
于/ = (1,1, …， 1) G X *，有/⑹=1，因而/ ㈤ — /(0)不成立，所以，序列 { e ] 
不是弱收敛于0的. 

5.3.5 级数 £ (x ， ei)ei 的收敛性 

i=l 

问题 5.3.12 设 X 是 Hilbert 空间 ， S = {e〗 | ?: = 1, 2,… ， n，• •.} 是 X 的正 

OO 

交规范集，则对任意 xeX 、 级数 I (z, ei)ei 收敛吗？ 

i=l 

是的.由 Bessel 不等式可知，若卜 e / V }为 X 的正交规范集，则对于任意 
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ex , 有 


M+p 


n+p 


n+p 


^ ( 工， ei)ei - ^2 ( x , e i) e i 


e i) e i = ei ^ 2 ^ 


i=n+l 




由于级数 f |(^, e ,)! 2 收敛，故当 X 是完备时，对任意 x e X y 级数^ ( x , ei)ei 


收敛. 


, n , …}及 


问题 5.3.13 对于 Hilbert 空间 X 的正交规范集 {q | i = 1, 2,… ， n ， …}及 

OO 

任意 x e X, 是否一定有 x = ^ (x, ei)e{i 

i=l 

不 一 定•在 Hilbert 空间 X ，正交规范集 {q | i = 1，2， • • • ， rv • .} 可保证对任 

OO 

意 : r € X ,级数 ^ [ x , ei)ei 一定收敛,但不一定会收敛到: r . 

1= 1 

实 际上在 Hilbert 空间中，取 S = {e 2i _i | i = 1 ， 2,3, ... }， 贝 lj S 是正交 


规范集，但对于 x 


^，“…)，级数亡($， e 2 i - l) e i 一定收敛，但它收敛到 


V = 0, 0, 0, • ♦ • J . 所以，级数 ( x , e 2 i - i)ei 不收敛到 a:. 

问题 5.3.14 设 {e《 | ?: G iV} 为 Hilbert 空间的正交规范集， M 二 spanje^}, 则 

OO 

x e M 时，有 : r = Z (o ：， eje; 吗？ 

t=l 

OO 

是的，若: r e M， 则由于 {ej 是正交规范集，故 [|(x， Ci )| 2 彡 ||x|| 2 . 因为久 


n+p 


n+p 


是完备的，所以由 ei)ei = E |( or ， ei )| 2 — 0可知^ ( x , 是收敛级 

t=n i—n i=l 

oo 

数.记 y L ( z , ejef , 则 

i=l 

(x — y ， j ) = ^ ( x , ei ) ei,eA = { x . ej ) - ( x . ej ) = 0, 

故 .r — y 丄 M , 由 z , :(/ e M , 可知 x — y e M , 因而 x — yLx — 所以 : r — y = ◦， 即 

OC 

= 〉: ( 工 ， • 
t=l 

问题 5.3.15 设 { 而 } 是 Hilbert 空间 X 的正交集，则弱收敛当且 

I t=i 
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仅当2 || xi || 2 < oo 吗？ 

1=1 

是的. 若匕 弱收敛.则存在 M > 0,使得 


n 


J2 Xi 


^ M 对任意 n 成立，故 


由是正交集可知11|^|| 2 = 

2=1 

OO 

反之，若 X ! < °°，则由 


!> 


2 




2 


< 


n+p 


E ^ 

i = n + 1 


2 


n+p 


E ||%|| 2 一 0 可知 


l = U+l 


i=l 


是 X 的 Cauchy 列，所以 ^ A 在 Hilbert 空间久中收敛，因而^弱收敛. 


问题 5.3.16 设5={^ \ aeA } 是内积空间 X 的正交规范集，则对于任意 

xgX {( x , e a ) \ aeA } 中最多只有可列个不为零，且^ |( x ， e Q )| 2 < || x || 2 吗？ 

aeA 

是的.若/!是有限集，则明显地，有 I |( x ， Ci )| 2 < || x || 2 .若 yl 不是有限集，则 

a^A 

对于任意 m e TV , 5 m = | e a | |( x , e tt )| ^ 1 只能含有有限个元素，否则与 Bessel 

不等式矛盾，因而$ = G 、是可数集，且对任意€ S \ S '， 有 ( x t e Q ) = 0,故 

m=l 

[|( x ， e ‘)| 2 彡 || x || 2 . 
aeA 

问题 5.3.17 设 5 = {q I i e iV } 是 Hilbert 空间 X 的正交规范集，若屮 e /C 


并且^|叫| 2 < oo , 则级数 ^ ^ 一定收敛吗？ 

n+p 

= Y1 ii%" 2 — 

i=n+1 

0,因此， { x n } 为 X 的 Cauchy 列，所以，级数^ a ^ i 收敛. 


n 


是的.实际上，令 x n = y ^ o ： iei ， 则 \\ x n ^ p - x n 


n+p 

i=n+1 


5.3.6 正交规范基的定义 

问题 5.3.18 什么是正交规范基？ 

设 X 是内积空间 ， S = { ei I i e 7 V } 是 X 的正交规范集，若对任意 : r e X ，有 



{x, ei)e“ 


则称 S 为 X 的正交规范基 (orthonormal basis ). 
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问题 5.3.19 设X是内积空间，若 S = { ei 丨< G 是X的正交规范基，则 
S 有可能是X的 Hamel 基吗？ 

不可能.设 z y 若 S 是 X 的 Hamel 基，则一定存在 S " 中有限个 
元素，使得 X 是这有限个元素的线性表示，但这是不可能的.这是由于假如存在 

71 OO - 

{ ek ^ e k 2 r - ，〜}，使得 x =[<>外，则容易知道叫= { e , e ki ), 但这与 x = ^ 了 e ,- 

1=1 i=l 

矛盾， 

5.3.7 正交规范基的判别法 

问题 5.3.20 怎么判断一个正交规范集 S 是不是正交规范基呢？ 

设 X 是内积空间 ， S | i G iV } 是 X 的正交规范集，则 S 是 X 的正交规 
范基当且仅当对于任意 a ： GX ， 有 

OC 

Ikll 2 = 幻 ( 工， ei)| 2 . 

i=l 

实际上，由于 S = {q e 7 V } 是 X 的正交规范集，因此，令队= spanjei | i = 

n 

1，2， ..• ， n }， 则对任意 X e X , x n = ^2 e i ) e i 为 Z 在 Mn 上的投影，且 

i=l 

n 

Iknll 2 = 5Z|(x, e t -)| 2 . 
i=l 

OO 

若 s 是 x 的正交规范基，则对任意 x e x , W x = ^2 (^， e i ) e i , 因此〜 — x , 
因而 1=1 

n oo 

||x || 2 = lim ||x n || 2 = liin ^ |(x, ei )\ 2 = Y" |(.t, ei )\ 2 . 

n — ►oo n ― ►oo ‘ 』 “ 』 

i=l z=l 

oo 

反之，若对任意 : C e X ，有 || x || 2 = ^2 l ( X , e i )| 2 , 则由 

Z =1 

n n 2 

Ikll 2 = H^nll 2 + ||x - x n \\ 2 = ^2 1(^> e i )\ 2 + x ~ [( X ， ei)ei ， 

i=l i=l 

可知 

n 2 n 

lim x — (.r, ei)ei = ||x|| 2 — lim |( t 7 e《)| 2 = 0, 

n — ►oo n—^oo ^ 

t=l 2=1 

oo 

所以 x = ^ ( x , ei ) ei , 即 S 是 X 的正交规范基. 
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问题 5.3.21 对于内积空间 X， S = {q | i G 7 V } 是 X 的正交规范集，若 S ’ 
是 X 的正交规范基，则5丄= {0} 吗？ 

OO 

是的.若 S 1 是 X 的正交规范基，: r e 5丄，则 ：r = ^ (. T , ei ) e “ 由: r e 5 丄可知 

i=l 

( x , ei ) = 0对任意 i 乏 N 成立，因此 : r = ◦, 即*?丄= {()}• 

问题 5.3.22 对于完备的内积空间 X ，5 = {以是 X 的正交规范集, 
若 S 丄二{0}，则 S 是 X 的正交规范基吗？ 


是的.若 s 丄 = 

= {0}， 则对任意 rc G X ， 由^ |(x, e t )| 2 < r 2 及 X 是完备的 

1 = 1 

OO 

可知^ ( x , ei)ei 收敛，令 y 二 
2 = 1 

OO 

x — ^ (x, ei)ei, 则对于任意 i e N 、 有 

i=l 


(2/， ^ 

li) = (x, ei) - (x, Ci) = 0, 

故 y G *5 丄， 因而？/: 

= 0, 所以 o： 

OO 

= ^2(x, 即 S 是久的正交规范基. 

•i 一 ^ 

问题 5.3.23 

V — X 

对于不一定完备的内积空间 X , 5’二 { e f i 6 TV } 是 X 的正交 


规范集，若 5丄 = {0}， 则 5 是 X 的正交规范基吗？ 

不 一定. 设 X = {( xi ) | Xi 为实数，并且只有有限个而不为0}，则在 、 x 、 y ) = 

f ^ Xiyi 下是内积空间，但 X 不是完备的内积空间.记 X 中 q 为第；个坐标为1， 

i=l 

其他为0的点，令 * u n = ei - （n + l ) e n + i , 然后用 Gramn - Schmidt 方法得到正交规 
范集= { u n }. 若 : r = ( a ) 6 5^，则: r 与每个〜都正交.由于' 可以写成 u n 的 
有限线性组合，故 x 与… 都正交，故 


0 = { x , v n ) = ( x , ei ) - ( x , (n + l ) e n + i ) = xi - (n + l ) x n + i . 


因而， 二（几 + l ) _1 xi 对所有 n 都成立.既然 ： r 只有有限个坐标不为0,因此， 
存在充分大的 使得 xw = 0,故 Xi = 0. 因而， X 2 = = (1 + l) _1 ^i = 0, x 3 = 

x 2+ i = (2 + 1)- 1 叫 = 0,…，所以， x n = 0对所有 n 都成立，即 a : —定等于 0. 因此， 
S 1 - = { 0 }. 

另外，从上面的讨论可以看出，如将 S 看成的正交规范集，则就一 

定有?; = (1,^，^，...，—, • • • V 考虑从〖 2 到 M = span S = { v} L 的投影 P ， 有 
V 2 3 n J 



Px = 


> 二 (工， ) ^ r n 
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故 x = y ^( x , u n ) u n 当且仅当： r 与正交，即 ： r € { i ；} 1 C / 2 ,明显地，对于 

2=1 

OC 

： c 0 = (1，0,0,… ） € X ，有 ( x 0 l . v ) = 1,故: r 0 不属于 { v } 1 , 因此 ，: r = y ^( x , u n ) w n 不 

成立，所以， s 不是 x 的正交规范基. ?_1 

问题 5.3.24 对于内积空间久，5 = { e ,. | i e iV } 是入的正交规范集，若 
5丄= {()}，则内积空间 X —定是完备的吗？ 

不 一 ■定.有些书将满足 S 1 " 1 = {()]• 的正交规范集称为完备的，容易引起理解上 
的误解，正交规范集的完备与度量空间的完备是没有关系的. 

例如，设久= {( xi ) | 只有有限个: Ti 不为0, & e /?.}，定义内积 { x , y ) = Y ^ Xjyi , 
则对于第 i 个坐标取1的 h 其他坐标取0的点，容易验证 S = { e , G iV } 是 X 
的正交规范集，并且满足 Si = {0丨，但不难验证 X 是不完备的内积空间.容易知 
道，完备内积空间的正交规范集 *5 不一定满足5^ = {0}. 

5.3.8 Hilbert 空间正交规范基的稳定性 

问题 5.3.25 对于 Hilbert 空间 X ，& = {q | i € iV } 和 S 2 = {々 | < € iV } 都 

OO 

AX 的正交规范集，若 ^|| 而 - ei || 2 < 1 ， 则 5, = {0} 当且仅当赶 = {0} 吗？ 

i=l 

OO 

是的.若 ^||xi -^|| 2 < 1,并且= {0}，则由 X 完备可知 A 是 X 的正 

i=l 

oo oo 

交规范基，因此，对于任意 : r €对，有 :r = y ^\ x , ei ) ei , 并且|卜|| 2 = |( x , ej )| 2 , 

i=l i=l 

OO OO OC 

故 IWI 2 = l ( x ， e <) - - Xi )\ 2 ^ ^2 IWI 2 II 々 - 而11 2 ,因此，若 

i=l t=l i—l 

oo 

a: # 0 ,则 ||:r|| 2 = ^ M 2 ||ei - 々 If 2 < ||a:|| 2 , 矛盾，所以 ， x = 0, 故句 ■ = {()}• 

i=l 

问题 5.3.26 对于 Hilbert 空间 X ， & = {仏卜 e TV } 和 S 2 = {而 | z G TV } 

OO 

都是 X 的正交规范集，若对 ={0}, 并且赶={()}，则^ ||々 - ei || 2 < 1 —定成 

1=1 

立吗？ 

不一定.在内积空间 Z 2 , 取 A = | i e iV }， 这里 q 为 / 2 中第 < 个坐标取1， 

其他坐标取0的点，则容易知道对= {0}. 若令 S 2 = {-ei I i e iV }， 则赶={0}， 

但 ^ iixi - mi 2 = ^2 ii 2 e iir 2 = 2 2 = +oo, 所以， ^2 —e 』 2 < i 不 一 定成立. 

»=1 2=1 t=l i=l 

问题 5.3.27 对于 Hilbert 空间 X ， & = {q € iV } 和 & = {h 丨 i G W } 都 
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不一定.存在不可分的 Hilbert 空间.实际上，设 X 是实数集上只有可 
数个点不为0,并且^ kWI 2 < oc 的复值函数全体，则 X 在内积 （ x ， y ) = 

X ( t ) y^O 

x ( t ) y ( t ) 下是一个不可分的 Hilbert 空间.为什么？这是由于对于任意:€ 

X , 一 定存在 x G / 0,使得 x 在所有使得 x n ( t ) 不为0的点上取0,故 
(: r n , x ) = 0对任意 n 成立，因而 ，: r 不属于 { x n } 的闭包.否则的话，若 — X ，则 
( x nk , x ) — > ( x ， x ). 但这与 （ x nfc , x ) = 0和 : r # 0矛盾.所以， X 不是可分的. 

问题 5.3.33 设 X 是可分的 Hilbert 空间， 5 是 X 的正交规范集，则 *5 是可 
数集吗？ 

是的.若 X 是可分的 Hilbert 空间，则存在可数集{而 \ i e N } C X ,使得 
= x . 令&二 入 llnll 彡 $ i = 1 ， 2 ,…，则由 M = X 可知 
5 = [5 P n &)，故只需证明对于任意 ieN , sn Si 最多只能含有一个元素. 

i=l 

用反证法，假设存在某个 no e iV ， 使得 e a , eg e S n S nQ ，贝 IJ 

M 1 1 1 

e a — ( e a — x no + x no — e^\\ ^ - H~ -= 

但这与 || e a — e ^\\ 2 = || e a || 2 4 - || e ^|| 2 = 1 + 1 = 2 矛盾. 因此对于任意 i 6 N ， S H Si 
最多只含一个元素，所以， S 是可数集. 

问题 5.3.34 什么是内积空间的同构？ 

设 X ， Y 都是同一数域 K 上的内积空间，若存在 X 到 Y 的线性算子 T ， T 是 
双射，并且对于任意 x，y G X ，有 [ Tx ， Ty ) = (X ， y )， 则称内积空间 X 和 F 是同 
构的. 

问题 5.3.35 若 T 是内积空间 X 到 Y 的同构映射，则： T 是 X 到 F 的保范 
同构吗？ 

是的.由于对于任意； r , y G X ,有 ( Tx ， Ty ) = ( x ， y ), 因此， || Tx || 2 = 
( Tx , Tx ) = ( x , x ) = II ^ H 2 , 所以 ， T 是保范同构. 

问题 5.3.36 若 r 是内积空间 X 到 y 的保范映射， 则了是 X 到 y 的同构 
映射吗？ 

不一定.定义到 G 的算子 T { xi ) = (0, ％ x 2 , … ， x n , … ）， 则容易验证: T 是 
保范映射，但 T 不是满射，所以，保范映射不一定是同构映射. 

问题 5.3.37 若 X 是 n 维的内积空间，则 X 与同构吗？ 

是的.由于 X 是 n 维的内积空间，所以存在 Schauder 基 { xi , 的，…，： r n }. 
利用 Grarn - Schmidt 正交化方法可以把 {: ri , 化，…，化为正交规范基 { e ： L ， 

已 2 ， • . . ， e n }- 
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定义从 X 到 /^ 的算子 : T ， T{x) = ((x, ej, (x, e 2 ) } , {x, e n )), 则 T 是 

n 

线性算子，且是单射，对于任意 a = (o^, a 2 , … ， rv n ) € /( 〃，令 : r = ^ 则 

1=1 

Tx = a. 因此 r 是久到 A_ n 的满射，从而 : T 是 iT 1 到久的 — 对应,且对于任意 
t ，y G X ,由 

n n 

x = ( x » e O e “ y = ^2[y 、 e i) e i 

i=i i=i 

可知 

n 

(Tx, Ti/) = ^ (x, q)(y, ej, 


所以， A ” 和是同构的. 

问题 5.3.38 若 X 是可分的 Hilbert 空间，且 X 是无穷维的，则 X —定有一 
个可数的正交规范基吗？ 

是的.由于 AT 是可分的 Hilbert 空间，故存在 {x n } 在 X 中稠密，用 Gram- 
Schmidt 正交规范化方法可以得到久的正交规范集 S* = {e^}, 满足 span{ei,e 2 , • • • , 
e n } = span{xi, x 2 , - - - , x n } 对于任意 n 都成立（不过这里的 {x n } 不一定是一个 
线性无关的集合，因此，用 Gram-Schinidt 正交规范化方法时，如果存在 no, 使 
得 {^ i , X2 , - - - , x no _ i } 是线性无关的，但 { xi ,. T2 , - - - , x no _i,x no } 是线性相关的，则 
容易知道 ： e span { xi , a ： 2 5 - - - , a ： no - i }> 故只需考虑再继续利用 Gram- 
Schmidt 正交规范化方法). 

对于任意 x € P ，有 ( x , ei ) = 0,因此. ( x , x t ) = 0对任意 i 都成立.由 { zn } 在 
X 稠密可知存在 x nfc , 使得 Xn fc — a :， 因而 ( x , x ) = ^lim ( x nfc ) x ) = 0, 因此， a ’ = 0、 

所以， S 是久的正交规范基. ^°° 

问题 5.3.39 若 X 是可分的 Hilbert 空间，且 X 是无穷维的，则 X 与 1 2 
同构吗？ 

是的.由于 X 是可分的 Hilbert 空间，且 X 是无穷维的，故 X 存在可数的正 
交规范基 S = { ei }, 定义映射 : T : 


Tx ^ (( a :, ei )). 

由 Bessel 不等式可知，对于任意 x € X ， 有 (( x ^ i )) G / 2 . 从了的定义容易知道了 
是线性的，并且 rx = 0时，有 （ x , ei ) = 0对任意 i 都成立，因此由5是正交规范 

oo 

基可知5’丄= {0}, 因而 : r = 0,故了是单射 • 对于任意 Q ： = (%) G 《2，由 cxj^i 
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收敛可知 ^ OLiei e 并满足= a ， 故 7" 是满射.另外，不难验证 

1=1 

( Tx ， Ty ) = { x , y ) 对任意 x，y € X 都成立，所以， X 与1 2 是同构的. 

问题 5.3.40 设 X 是 Hilbert 空间， M 是 X 的子空间，则 M = X 当且仅当 

八/丄= {0} 吗？ 

是的 .M = X ，对于任意 xeM ± , ： n xex . 由 M = X 可知存在: r n € M , 使 
x n — » x , 由于 : r G M 丄，故 （ j :， x ) = lim ( x n , x ) — 0, 因而 : r = 0, 即 A /丄 ={0}. 

n—oc 

反之，若 A /丄 ={0}, 则 M 」—={0}， 对任意 xEX , 由投影定理，有: r 0 e M 和 
y € = {0}, 使得 x = xq y , 因此 x = xq £ M , 从而 X C M ， 所以 ， X = M . 


5.4 Hilbert 空间的共轭空间 

问题 5.4.1 设 X 是内积空间，对于 X 的任一固定的 y ， 在 X 可以定义泛函 

/ y ( x ) = ( x , y )， 则 fy IX 上的线性连续泛函，且 ||/ y || = || y || 吗？ 

是的.容易 验证八 是线性泛函，并且 |/ y (； r )| = |(. T , y )| ^ || x || • \\ y \\, 故八是 

连续线性泛函，并且 ||/ y || 彡 ||2/||. 当 y # 0时，令如=^，则 | M | = 1，并且 

112/11 

/ y (2/0) = IMI ， 所以，11/11 = 112/11- 

问题 5.4.2 对于 Hilbert 空间 X 上的一个线性连续泛函/,是否存在 yeX , 
使得 /( X ) = ($， 2/) 呢? 

是的.这就是 Riesz 表示 定理： 设 X 是 Hilbert 空间，/是 X 上的线性连续泛 
函，则存在唯一的 yeX } 使得对任意 X 6 X ， 有 / ㈤ = ( x ， y ) 且||/|| = 

实际上.明显地，/为零泛函时取 y = 0即可，因此只需证明/ ^ 0时定理 
成立. 

若/是 X 上的非零线性连续泛函，则 M = {: r | f ( x ) = 0} 是 X 的闭真子空间， 
故存在 X \ M . 由投影定理可知存在 u 0 £ M , ze 使得 z = u - u (u 因而 

z e M 丄 且 2 / ()• 

由于 = {0}，故 /⑷# 0. 对于任意 : r e X ，由 / =° 


可知 


故 



/㈤ 

W ) 


z G M , 
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因此 


n 工）= |^1(礼 2 )= 



f ( z ) 

\ z \\ 2 



令 y = 


m . 

IW 


之， 


则对任意 x e X ,有 


fix ) = ( x , y ). 

假设存在 〆 G X ，使得/⑷二 Or ， 〆 ）对任意 xGX 成立，则 y-y f G X， 有 
f ( y _ y f ) = ( v ~ y \ v ) = (y — 〆 ， 〆 )，因而 Wv - y ' W 2 = ( y - y \ y - y , ) = 0 ,故 y = 
所以 /( x ) = ( x , y ) 的表示是唯一的，并且此时有||/|:1 = || y ||. 

需要注意的是，若 X 是内积空间，/是 X 上的线性连续泛函，则不一定存在 
y e X， 使得对任意 x € X , W f(x) = ( x , y). 

问题 5.4.3 对不完备的内积空间， Riesz 表示定理也一定成立吗？ 

不一定.设 X = {( xi ) I 只有有限个: Ci 不为零，而 G fl }, 则 X 在 ( x , y ) = 

f ^ x iVi 下是内积空间，明显地，/ ㈤ = eJT ， 并且 |/(: r )| < (尝 *) IWI ， 

但不存在 y e X, 使得对任意 x e f{x) = ( x , y). 

假设存在 y =( 队） € X ，使得 /( x ) = ( x ， w ), 则对于 ei = (0, ()，••.，1，…， 0) G 

X ，有队 = ( e “ y ), 并且 f( ei ) = 4对所有自然数 i 成立，因此，?/ =(讲）多' 矛盾. 
所以， Riesz 表示定理在 X 上不成立. 

5.4.1 Riesz 表示定理的应用 

问题 5.4.4 设义是 Hilbert 空间，则 X 是自反 Banach 空间吗？ 

是的.对于任意/ G X *，/ / 0,由于 X 是 Hilbert 空间.存在 y G X ,使得 

/( x ) = ( re , y )， 且 ||/|| = _|.取工=贝 ！ J IMI = 1，且 /⑷= 1 MI = 11/11，所以， 
X 是自反的. 

问题 5.4.5 设 X 是 Hilbert 空间， { x n } C X , x eX , fj ― > x 当且仅当 

〜二 x 且 || x n || ―> || x || 吗？ 

是的.明显地，只需证明 rr n 二 X ，且 || x n || — | M | 时，有 x n — 由于 

(^n — *^n — ~ (^n > 工 *n) —( 尤 n ， 之 0 —( 工，尤 n) + ($ ，尤 ) 

= 11 1 1 — ($n ， 工 ） _ (*^? 工 n) + | 汉、， 

由 o; n :r 和 || x n || ——^ \\ x \\ 可知 || x n — : r || 2 — > 0. 所以， x n —> x . 
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问题 5.4.6 设 X 是 Hilbert 空间， A 是入的闭集，则4 一定是弱闭集吗？ 

不一定•在 Hilbert 空间匕中，若乂 = {:r G G | Il x ll = 1}，取〜=(()，… )0, 1,0, 
•. • 即第 n 个坐标为1，其他为0,则 x n €冷并且对于任意 fex \^ yex,it 
U f { x ) = (:r，3/) ，故 f { x n ) = { x n , y ) 0, 因此，弱收敛到0,但 0 不属于 A， 所 
以， A 是闭集，但4不是弱闭集. 

问题 5.4.7 设 X 是 Hilbert 空间，乂是 X 的子集，则4是弱紧集当且仅当 
A 是有界弱闭集吗？ 

是的.若乂是有界弱闭集，则对于 任意〜 G 牵由 X 是自反的可知存在 x nfc 
弱收敛到某个 x 0 , 由于乂是弱闭集，故 : To e 故 A 是弱紧集.反过来，若 -4 是弱 
紧集，则 Z —定是弱闭集.假如 A 不是有界集，则一定有〜€隼使得 || x n || >n 
对任意 n 都成立，由 A 是弱紧集可知存在: r nfc 弱收敛到某个 x 0 G 人由于弱收敛 
序列都是有界的，故 {x rik } 一定是有界序列，但这与 || x n || > n 矛盾.所以， A 是有 
界弱闭集. 

问题 5.4.8 设入是 Hilbert 空间， x n ， x 0 e X ，则化弱收敛到 x 0 当且仅当 
对于任意 y e X , 都有 [ x n , y ) ^ (吻, ?/) 吗？若 X 是不完备的内积空间，结论也成 
立吗？ 

入是 Hilbert 空间， x n ， 邱 G X ，则 x n 弱收敛到仰当且仅当对于任意 y €久，都 
有 （〜,!/) — 实际上，若 X n 弱收敛到 Xo, 则对于任意 2/ € X , f ( x ) = ( x ， y ) 是 

X 上的线性连续泛函，因此， f ( x n ) /( x 0 ), 所以， ( x n , y ) ( x 0 , y ). 反过来，对于 
任意 / G X *，由 Riesz 表示定理，存在 y e X , 使得 f ( x ) = (: r ， y )， 故 /( x „) — /( x 0 ), 
所以， x n 弱收敛到 n 

若 X 是不完备的内积空间，结论不一定成立.设 X 是只有有限个坐标不为 
0的实数数列全体，定义内积为 （ a :， y ) = 则 X 是不完备的内积空间.取 

x n = (0, 0 ，.… , 0, n , 0, • ♦ •), 即第 n 个坐标为 n , 其他为0,则对于任意 y G X ,由于 
y 不为 (） 的坐标只有有限个， { x n , y ) — 0 = (0, y ). 但 || x n || = n , 因此， { x n } 不是有 
界序列，因而， { x n } 不是 X 的弱收敛序列.实际上， /( x ) = E | 是久上的线性 
连续泛函，但 f ( x n ) = 1不收敛到/⑼= 0. 1 

5.4.2 Hilbert 空间的自共轭性 

问题 5.4.9 什么是复共轭线性同构？ 

由 Riesz 表示定理可以知道 Hilbert 空间是自反的，因此可以定义 X 到它的 

共轭空间 X * 的算子 T 为 Ty — f y ， 明显地，： T 是 X 到 X •的 - 对应，且 

II 乃 /II = IMI ， 即了 是保范的，但 T 不是线性算子.实际上，对于 a ， /? G X ，以及 
从 ， 2 € X ,有 T { ay ^ Pz ) = aTy + 0 Tz , 因而: T 是共轭线性的，所以在 Hilbert 空间 
X 到它的共轭空间； T 之间的共轭线性算子7； 了是 对应，且 llTyll = | M |， 这 
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样的 T 称为复共轭线性同构. 

问题 5.4.10 什么是 Hilbert 空间的自共扼性？ 

在复共轭线性同构的意义下 ， y e X 可以看成 X * 的 / y ，而； T 中的 / y 亦可 
看成 X 中的点 2/. 因此 X 可以看成与 ； T 一样，这种性质称为 Hilbert 空间的自 
共轭性. 

问题 5.4.11 对于 Banach 空间 X ,若； T 是与 X 是等距同构的，则 X —定 
与 Hilbert 空间等距同构吗？ 

不一定.如对于 Banach 空间 X = M ㊉ G ， 范数为 ||( x , x 5> )|| = (|| x|| 2 -f || x ^|| 2 ) 1/2 
时，有 ； T = r 3 ®ir = G ㊉ Z 3 , 故 X * 与 X 是等距同构的，但没有 Hilbert 空间 
与 X 等距同构.关于这个问题的进一*步讨论可以看看 Lindenstrauss 和 Tzafriri 在 
1971年的工作. 

问题 5.4.12 设 X 是复 Banach 空间， 若了是 X 到 X * 的等距同构 ， h =九， 
并且满足 f x { y ) = f y ( x),x e KerK ) 丄，则 X 一定是内积为 ( x , y ) = f x { y ) A x ^) = 
|| x || 2 的 Hilbert 空间吗？ 

是的.这是 Capraro 和 Rossi 在2011年证明的，这里的正交 x ± y 当且仅当 
|| x || < ||x H - Xy \\ 对任意 A 都成立.参见 ： Capraro V , Rossi S . Banach spaces which 
embed into their dual . Colloq . Math ., 2011, 125(2): 289-293. 

5.4.3 Hilbert 空间的伴随算子 

问题 5.4.13 什么是伴随算子？ 

定义 5.4.1 设 X 和 K 是 Hilbert 空间， r 是 X 到 K 的线性有界算子，若 
: T * 是 F 到 X 的线性有界算子，且对任意 xeX , ye 

( Tx , y ) = ( x , T 、)， 

则称 7 * 是的伴随算子 (adjoint operator ) 或共扼算子. 

问题 5.4.14 Hilbert 空间的线性有界算子了的伴随算子一定存在吗？ 

是的.设 X 和 F 是 Hilbert 空间,: T 是 X 到 y 的线性有界算子，则: T 存在唯一 
的伴随算子7-，使得对任意 : r e X , 2/ € 乙有 （IX y ) = (X ， T 、)， 且||了1|< \\T\l 
实际上.对任意 2 / € y ，令 f y { x ) = { Tx , y ), 则由 

\ fy (^)\ = \{ Tx , y )\ < || Tx || • || 2 /|| < || r || ， || y || • |卜|| 


可知 fy e x\ 

由于 X 是 Hilbert 空间，故由 Riesz 表示定理可知存在唯一的 2 e X ，使得 


/ y ( x ) = ( Tx , y ) = { x , z ). 
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定义 f 到 x 的算子 r * 为:则有 


(Tx, y) = (x, T*y), 

并且对于的， y 2 eY 及 a , 0 eK 、 有 


(X, T*(ayi +~ 2 )) = (Tx, mji -h (3y 2 ) 

=a(Tx, yi) + 万 (Tx, y 2 ) 

= a(x, T 、 )+3(x, T*y 2 ) 
= (x ， aT^ yi +pT*y 2 ), 


因此 


r*(ay 1 +/?y 2 ) = aT*y 1 +/JT* 2 / 2 , 


即 T * 是线性的.又因为 


\\T*y\\ = \\z\\ = \\f y \\^\\T\\-\\y\l 

所以， T* 是 F 到 X 的线性连续算子. 故 T* 为 T 的伴随算子，且 ||T*|| ^ ||T||. 
由 (Tx, y) = ( x , T^y) 对任意 xeX ^yeY 成立可知 r * 一 定是唯一的. 
问题 5.4.15 伴随算子具有哪些性质？ 

设久和 Y 是 Hilbert 空间， T , 5 € L ( X , Y), a , G K ， 贝 lj 

(1) T** = T; 

(2) ||T|| 2 = HT*|| 2 = ||T*T||; 

(3) {aT^pSy =aT* H -^5*. 

实际 Jt . (1) 由于对任意 x e X, y eY , ^ (Tx, y) = (x, T 、)， 故 
(V. T^x) = (T*y, x) = (.t, T*y) = Jf^) = (y, Tx), 

因而 (t*y =t. 由于 ||r*|| ^ ||r ||， 故 ||r|i = ||r**|| ^ ||r% 所以 ||t*|| = )|r||. 
(2) 由 

|rx|| 2 = (Tx, Tx) = (X ， T*Tx) ^ ||x|| • ||T*Tx|| ^ ||x|| • ||T*T|| • || ： r|| 


可知 


所以 


T|| 2 ^ ||T*T|| ^ ||T*|| • 『II < ||T|| • ||T||. 
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(3) 对于任意 xeX.yeY.Ra, p e h \ 由于 

(x，(aT + /35)*y) = ((aT + /J5).x, y) 

=(aTx + 0Sx ， y) 

= a(Tx, y) +(3{Sx, y) 

= 咖， T*y) +/3(x ， S*y) 

=( 疋， (aT^-f^y)) 

= ( x , (说 r + 如 、)， 


所以 


{aT + psy =aT* +0 S *. 

问题 5.4.16 设 X 是 Hilbert 空间， r e L(X ， X )，若 T~ l 存在，且 T~ l € 
l(x ， 久)，则 （ r* 广 1 存在且 （ r*)— 1 = (r— 1 )* 吗？ 

是的. 由于 X 是 Hilbert 空间，且广 1 e L(X ， X )， 故 （ r - 1 )* 存在 • 对于任意 
e X ，有 


(x^y) = (T- l Tx,y) = (Tx ) (T~ 1 y y ) = (x^(T- l y y ). 

又因为 （ av") = (TT~ l x,y) = {T^x^y) = (x, (T- 1 )^^), 所以， = 
( r -i)* r * ， 因而 ( 丁 *)-i = (T— 1 )* 

问题 5.4.17 设 X 是 Hilbert 空间，： T n ，r € X) ，若： T n —r, 则 7；;— 

了 * 吗？ 

是的•由 （L 一 r)* = r 7 : -T ， 及 ||(T n - T)*\\ = ||T n -T|| 可知， 当 T n — T 
时，有 || r n * — r *|| = || r n — r || — o , 因此 r r : — r *. 

问题 5.4.18 如果 X ，是 Hilbert 空间 ，: T 6 L(X, Y) y S e L(K Z )， 则 
{sry =t*s* 一定成立吗？ 

是的.容易验证. 

问题 5.4.19 设 X ， y 是 Hilbert 空间，了 e L{X } Y) } N(T) 记 T 的零空间， 
即 N{T) = {x I Tx = 0}, R{T) it T 的值域，即 R(T}={Tx | x€ X }, 则下列结论 

都成立吗？ 

(1) N{T) = /?(: T) 丄； 

(2) N{T*) = i?(T) 丄; 

(3) ^ T ^) = N ( r ) J -; 

(4) 司巧=#(7^)丄. 
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是的 . （ 1) 由于对任意 xeX. yeY^ {Tx, y) = (x, T 、)， 故对任意 x e N{T) 
有 Tx = 0 , 从而 (Tx, y) = (x, T*y) = 0 对任意 y eY 成立，所以 N(T) C 

反过来，对于任意 z 6 i ? (: T ) i ， 有 （ o :， T * y ) = 0 对任意 y e Y 成立，因此 
对于 y = rx ， 有 0 = 0, T * Tx ) = ( Tx , Tx ), 所以: To : = 0,即 ： c € 7 V ( T ), 从而 
丄 C AT(T )， 故 N { T ) = /i(T*) 丄 . 


(2) 由 N{T) = 

i?(r” 丄 

可知 N{T*) 

= RiT^) 1 = R[T)i • 


⑶由 N{T) = 

丄 

可知 N(Ty~ 

= R(T^) ±JL y 因此 



N{T) l 

= /?(T*) 丄丄 = 

二 (/?( 了*))丄丄= R{T*). 


(4) 由 N{T*) = i?(r) 丄 

可知 N(T*y 

1 =i?(r) 丄丄， 因此 



N{r) 

丄 = i? (: T) 丄丄 

= (R(T)) ±J - = R(T). 


问题 5.4.20 

设久是复内积空间 ，： T € L(X, X)， 则了 = 

0 当且仅当对任意 

;r G X, 有 (Tx, x) - 

= 0 吗？ 




是的 . 明显地，若 : T = 

0,则对任意 

a* G X, 有 (Tx : x) = 0. 

反过来，若对任意 


x E X, W (Tx, x) = 0 , 则对任意 x, y e X, ^ 


0= (r(x + y), X + y) 

=(Tx, x) + (Tx, y) H- (Ty, x) + (Ty, y) 
= {Tx, y) + (Ty, rr), 




0 = (T(x -f iy), (x + iy)) 

=(Tx, x) + (Tx y \y) 4 - (T(iy), x) + (T(iy), iy) 

=(Tx, iy) + (T(iy), x) 

=-i(Ta:, i/) + i(Ty ， X), 

因此 (Tx, y) - [Ty ， : c) = 0 •故 (Tx, y) = 0 对任意 x, y e X 成立， 对任意 x e X, 
取 y = Tz, 则 (Tx, Tx) - 0, 所以 T = 0. 

问题 5.4.21 设入是实内积空间， T 是 X 到 X 的线性有界算子，则 ：T = 0 
的充要条件为对于任意 ： c e X ， 有 （ Ta;,x) = 0 吗？ 

不一定 . 对于实内积空间 X ，存在非零的线性有界算子 T, 对于任意 x e X ，有 
(Tx,x) = 0. 实际上，在 上，内积为 〔 x ， y) = xiyi + x 2 y 2 , 若定义 T •• R 2 — R 2 
为 T(x u x 2 ) = 则不难验证了是线性有界算子，并且对于任意 x e i ? 2 , 有 

(Tx, x) = —X 2 X 1 -f x\x^ = 0, 但明显地 r 不是零算子 . 
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5.4.4 重要伴随算子的性质 


问题 5.4.22 什么是自伴算子、酉算子和正规算子？ 

设 X 是 Hilbert 空间 ，： T G L(X, X), 若 T* = T, 则称 T 是自伴算子 (self- 
adjoint operators ). 若 r 是双射并且 了 * 二 T-\ 则称 T’ 是酉算子 (unitary operator). 
若 TT* = T*T , 则称 T 是正规算子 (normal operator). 

明显地，若 T 是自伴算子，则对任意： r, y G X, 有（ : He, y) = (x, T^y) = 
(x, Ty), 因此 : T 是自伴算子当且仅当对任意 : r, e X ，有 (Tx, y) = (x, Ty). 

问题 5.4.23 对于赋范空间 X 和 y ， X 到7的自伴算子一定存在吗？ 

是的 . 设 x 和 y 是赋范空间，则对于任意线性有界算子 : r : x — y,T*r 和 
T + T* 都是自伴算子 . 

问题 5.4.24 设X是复 Hilbert 空间， TeL(X, X )， 则存在唯一的自伴算子 
T u T 2 e L(X, X), 使得 T = Ti +iT 2 , 且 T* 二 T\ - iT 2 吗？ 

是的 . 令了 ！ = $(了 + T*),T 2 = 士 (T - T*) ， 则 : Th r 2 G L(X, X )，且了 = 
Ti-fiT 2 ,r*=Ti-iT 2 , 由于 


T ： 


n 


S(T + T 


氺 


r (T* +T**) = T u 




浐 _ r 




2i 


(T-T*)=T 2 , 


因此 7\ 和乃都 是自伴算子 . 

假设存在自伴算子 S u S 2 e L(X 7 X), 使得 : n + LS 2 , 则 St +i5 2 = Ti+iT 2 
且 & — 仏 2 = ⑸ + iS 2 y = (T 3 + iT 2 )* =T X - iT 2 , 因此 =T x ,S 2 =T 2 . 所以，存 
在唯一的自伴算子 T 2 e L(X, X ),使得 T = T! + iT 2 ,T* =T X - iT 2 . 

问题 5.4.25 若 X 是 Hilbert 空间，5, T e L(X, X) 是自伴算子， a, /3 € /?, 
则 aS + PT 是自伴算子吗？ 

是的 . 由于 & : r 是自伴算子，故 s = s' 且 : r = r* ， 所以对于 a, peR. 


(aS + (ST)* = aS* + J3T* - aS + 0T. 


问题 5.4.26 设X是 Hilbert 空间， r G L(X, X),若 T 是自伴算子， n G 见 
则： T n 是自伴算子吗？ 

是的 • 由于 r* = T ，故 [T n Y = (T .T..-T)* = (T*) n = T n y 所以 r n 是自 
伴的 . 

问题 5.4.27 自伴算子和酉算子一定是正规算子吗？反过来呢？ 

自伴算子和酉算子一定是正规算子，不过正规算子不一定是自伴算子或酉算 
子.若 X 是复 Hilbert 空间， /是 X 到 X 的恒等算子，则容易验证 T 1 = 2 U 是正 
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规算子.由于: T = -2z7,T~ 1 = 故 T ^ T ~\ 所以： T 不是酉算子. 

问题 5.4.28 设 X 是 Hilbert 空间，： T n ，r e L [ X ， X \ T n — T 、若 T n 是正 
规算子，则了 一定是正规算子吗？ 

是的.由于是正规的，故 T 7 ：T n = T n T ； t) ^ 

<||r:r— 7^^||+||7^2；* -r^z^ii+iirr^CTnii 

=\\ TT * - T n T 7 ：||4-i|TT^-T n T,：|| 

<l|rr—Tdi+iiTT^-rnT^i+iyr-rTnii+iinrT^rnii 

■Hirmn. r-L|| 

+ || ： T||.l|T-r n |Ki|T n ||.|| ： r-r 7 ：||. 

由 T n — 了可知 T t : — T ' 所以 || T + T- TT*|| = 0, 即 T 是正规算子. 

问题 5.4.29 设 X 是复 Hilbert 空间， T € L(X, X)，则 了是正 规算子当且仅 
当 ||T*x|| = ||Tx || 对于任意 xeX 成立吗？ 

是的.若： T 是正规算子，则 T + T - TT \ 因此对于任意 x 6 X，有 ((：TT - 
TT m ) x , x ) = 0, ^ ( T * Tx t x ) = ( TT * x , x ) } 因此 { Tx , Tx ) = { T * x , T * x ), 所以 
||T^|| = \\ Tx \\ 对任意 x G X 成立.反之，若对任意 x G X, W ||r^|| = ||：T:r||， 则 
{ Tx . Tx ) = (: T^n)， 故 ( T ^ Tx , x ) = { TT * x , x ). 因而 (( T^T - TT *) x , x ) =() 对 
任意 x€X 成立.所以， TT" - T*T = 0,即 r 是正规算子. 

问题 5.4.30 对于复 Hilbert 空间的自伴算子，有什么判别方法？ 

设X是复 Hilbert 空间， T e L(X， X)，则了是自伴算子当且仅当对于任意 
xeX , { Tx y x ) 是实数. 

实际上.若7’ 是自伴算子，则对于任意 xeX, 

( Tx y x ) = (x, T * x ) = (z, Tx ) = (Tx, x )^ 


因此 (Tx, x ) 是实数. 

反之，若对任意 x e X , ( Tx , x ) 是实数，则 

( Tx , x ) = ( Tx , x ) = (x, T * x ) = (T*x, x), 

故 (( t - t *) x , x ) = o 对任意 xex 成立，所以 r = r % 即了是自伴算子. 

问题 5.4.31 设 X 是 Hilbert 空间，： r € L { X , X), S 6 L(X, X ), 若: T, 5 都 
是自伴算子，则 Sr 是自伴算子当且仅当 ST = TS 吗? 

是的.由于（5了广=: ry = rs， 故 [STY = ST 当且仅当 ST = 7\S. 

问题 5.4.32 设X是 Hilbert 空间， L(X， X)中的自伴算子全体是闭集吗？ 
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是的.设凡是自伴算子，且: r n — T， 由于 （7；—7T = 7；* —r •，故 ||r n "-r*|| = 
imii， 故 

\\T - r \\ ^ \\T - T n \\ + \\ T n - T；|| + ||T ? ； - T*|| 

= ||T-T n ||4-0 + ||T n -T|| 

—>0， 

所以 r = r*， 即 r 是自伴算子. 

问题 5.4.33 设X是 Hilbert 空间，: T e L ( X , X ), T ^ 0. 若: T 是酉算子, 
则||了|| = 1，且对于任意 xex ， 有 ||Tx|| = ||x|| 即酉算子一定是保范的吗？ 

是的.由于: r = t - 1 ，故 

HTxll 2 = ( Tx , Tx ) = (x, T * Tx ) = ( x , lx ) = (x, x ) = ||x|| 2 , 

所以， ||Tx|| = ||x|| 对于任意 xGX 成立，并且明显地有 ||r|| = 1. 

问题 5.4.34 保范的线性算子是一定酉算子吗？ 

不一定•在 Hilbert 空间 Z 2 中，定义 T •• 1 2 — 1 2 为 Tx = T { x ly x 2 , •••，〜,..•）= 
(0,x ll x 2} *.. ，〜，•••），则容易验证: T 是保范的线性算子，但: T 不是满射，故 r 不 
是酉算子. 

问题 5.4.35 设X是复 Hilbert 空间，: T e X)，若 T 是保范的，且: T 是 
满的，则： T 是酉算子吗？ 

是的.由于对任意 x G X, ||Tx|| = ||x||, ^ T 是单射，又因为： T 是满的，所以 
T 是 一一 对应，故 T- 1 存在. 

由 

( Tx , Tx ) = ( x , n) 和 ( Tx ， Tx ) = { x , x ) 


可知 


(x ， T*Tx) — (x, x) = 0. 

故 {{T*T-I)x, x)=0 对于任意 x € X 成立，因此 T*T = /,于是 

TT* = (TT*){TT~ l ) = T(T m T)T~ l = I } 

所以 r* = T~\ ap T 是酉算子 . 

( oc ^ oc 

问题 5.4.36 iSi l 2 = l (Xi) Xi G C, \xi \ 2 < oo > 在内积 （x，y) = Z x l y i 

l i=l J i=l 

下是 Hilbert 空间，若 T: Z 2 — Z 2 定义为 T:r = (0, :r 2 , :c 3 , … ）， 则： T 是自伴算子吗？ 
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是的.容易知道 r 是 Z 2 到/ 2 的线性算子，并且 \\Tx\\ = 1. 对于任意 x，y 
有 

OO 

(Tx ， y) = x iVi = ( x ， T y), 

i =2 

因此, r 是 r 的伴随算子，所以: r 是自伴算子. 

问题 5.4.37 设 X 是复 Hilbert 空间，: T e L(X, X )， 若 r 是保范的，但 T 不 
是酉算子 ，则了 X —定是久的真闭子空间吗？ 

是的.由于 r 是线性算子，故是 X 的线性子空间.假如 TX = X ，则由 
r 是： r 是保范映射，并且是满射可知： r 是酉算子，但这与 r 不是酉算子矛盾，因 
此 ， TX ★ X, 後 y n e TX,y n y, 则存在唯一的 e 叉， 满足 Tx n = y n . 由 T 
是保范的可知， llxm - x n || = \\T(x m - x n )|| = \\Tx m - Tx n \\ = \\y m - 2 /n||, {x n } 
是 Cauchy 序列.因而: r n 收敛到某个 o ：， 由 T 1 连续可知 Tx = y ，槪 ye TX, 所以， 
TX 是 X 的真闭子空间. 
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一致有界原理 （uniform boundedness princi¬ 
ple), 113 

有界线性泛函 (bounded linear function¬ 
al), 87 

有界线性算子 (bounded linear operat¬ 
or), 106 

Z 

正交 (orthogonal), 166 
正交补 （orthogonal complement), 166 
正交和 （orthogonal sum), 174 
正交集 (orthogonal set), 175 
正交规范集 (orthonormal set), 175 

自伴算子 （ self-adjoint operator), 194 
自反 (reflexive), 142 
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Arzela-AscoLi 定理 (Arzela-Ascolitheor- 
em), 78 

Banach 代数 (Banach algebra), 112 

Banach 空间 (Banach space), 62 
Bessel 不等式 （Bessel inequality), 178 
Cauchy-Schwarz 不等式 (Caucliy-Schwarz 
inequality), 158 

Fourier 系数 (Fourier coefficient), 177 
Grani-Schmidt 正交规范化方法 Schmidt or- 
thonorrnalization process), 176 
Hahn-Banach 定理 (Hahn-Banach theor¬ 
em), 92 

Hausdorff 空间 (Hausdorff space), 19 
Hilbert 空间 (Hilbert space), 161 

Riesz 表不定理 (Riesz representation theo¬ 
rem), 187 

Riesz 引理 (Riesz lemma), 73 

Schauder 基 (Schauder basis), 80 
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